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Prologo 


El analisis de variable compleja es una de las mas fascinantes y exitosas areas 
de las matematicas. Sus resultados ayudan a demostrar teoremas importantes y 
proporcionan los fundamentos para varios conceptos utiles en otras areas de es- 
ta ciencia. Muchas de las tecnicas matematicas mas eficaces aplicadas en la in- 
genieria y en otras disciplinas se basan en la teoria de funciones complejas. Por 
su extensa aplicabilidad, la combinacion de conceptos geometricos y analiti- 
cos, y la sencillez de muchos de sus resultados, el analisis complejo proporciona 
una excelente introduccion a las matematicas modernas. Los recientes de- 
sarrollos en la teoria de funciones complejas y en la teoria de varias variables 
complejas haran factible obtener aplicaciones utiles en diferentes ramas de la 
ingenieria. 

Uno de mis objetivos al escribir este libro ha sido tratar el tema de la in- 
tegracion compleja tan inmediatamente como sea posible. Lo anterior 
requiere posponer el estudio de las propiedades geometricas de las funciones 
elementales. Las ventajas de llegar rapidamente al centro del tema son obvias: 
El desarrollo subsecuente es mas rico en aplicaciones y mas amplio en su trata- 
miento de series, singularidades e integrates de lmea cerrada o de contorno. 
Ademas, el costo de soslayar las propiedades geometricas' se reduce enorme- 
mente, puesto que ahora pueden considerarse como mapeos o representaciones 
conformes. Por tanto, se alcanza una mayor coherencia de los temas, y el tiem- 
po que se gana puede emplearse en el estudio de otras areas. 

Otro objetivo ha sido proporcionar una seleccion mas amplia de aplica¬ 
ciones, y una gama mas extensa de tecnicas que las que se hallan en los textos 
tradicionales. He incluido aplicaciones en optica, flujo de corrientes, chorros y 
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estelas, asi como ejemplos tradicionales del flujo de fluidos y del calor, y de la 
electrostatica. Las tecnicas de las integrates sobre contornos proporcionan 
amplias bases para el calculo de los polos de Regge y de las transformadas de 
Laplace inversas. El texto comprende un desarrollo de transformadas integra¬ 
ls, tema que generalmente se estudia en el contexto de la variable real, pero 
que adquiere un significado mucho mayor cuando se analiza en terminos de 
variable compleja. No se intenta abarcar todos estos temas; mas bien, se inclu- 
ye el material para que los profesores programen o adapten un curso de acuer- 
do con su conveniencia particular. 

Organizacion y extension 

Los propositos de este libro son que sirva de texto para un curso introductorio 
de un semestre de analisis de variable compleja a nivel basico. Se ha incluido 
considerablemente mas material del que puede exponerse sin dificultad en un 
semestre; dando a los profesores, por esa razon, la oportunidad de seleccionar 
los temas que juzguen mas importantes. 

Los Capitulos del 1 al 5 abarcan la mayor parte del material que se expo- 
ne en un curso semestral introductorio. Los maestros que deseen minimizar los 
aspectos teoricos del curso deben omitir las Secciones Opcionales 2.5 y 3.5. 
Quienes deseen omitir aplicaciones laboriosas deben evitar las Secciones Op¬ 
cionales 1.10, 4.5, 5.7. y 5.8. Se incluye un breve estudio de las funciones ar- 
monicas en la Seccion 6.1., que puede estudiarse en cualquier momento, des¬ 
pues que se haya tratado el material de la Seccion 2.3. 

El Capitulo 6 es una introduccion a las transformadas integrales desde el 
punto de vista de la variable compleja. Se espera que los profesores incluyan al- 
gunos de estos aspectos en los planes de cursos. Las transformadas integrales 
son tecnicas extremadamente eficaces o poderosas en las ciencias y la ingenie- 
ria. Esta introduccion debe preparar a los estudiantes para cursos avanzados 
de matematicas aplicadas. 

El plan para un curso semestral podria incluir: 


Para Estudiantes de Ingeniena 
Capitulos 1 al 5, incluyendo la 
Seccion 1.10, o la 4.5 o bien las 
5.7-5.8, mas las Secciones 6.1. y 
6.3 o las 6.6-6.7 


Para Estudiantes de Matematicas 
Capitulos 1 al 5, incluyendo 
las Secciones 2.5. y 3.5, mas las 
Secciones 6.2 y 6.4-6.5 


Nivel 

El texto ha sido elaborado para el estudiante “promedio” de ingenieria. Se ha 
puesto especial cuidado en explicar cada concepto tan claramente como es 
posible: Cada concepto esta precedido por un ejemplo o un analisis que lo mo- 
tivan. Asi mismo, cada Seccion contiene varios ejemplos totalmente resueltos. 
Las pruebas con mayor grado de dificultad se identifican con una cruz o daga 
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( f ), o han sido colocadas en las secciones senaladas como opcionales. El libro 
puede usarse en diferentes niveles de ensenanza, dependiendo de las secciones 
y los ejemplos que se elijan. 

exactitud 

Todos los ejemplos y las respuestas de este texto se han comprobado cuidadosa- 
mente, tanto por el autor como por varios revisores, a fin de prevenir errores. 
Agradecere que me hagan saber de cualquier errata que persista, y prometo 
incorporar todas las sugerencias en la siguiente impresion del libro. 

Caracteristicas didacticas 

Ejemplos 

En cada seccion se incluyen numerosos ejemplos resueltos, que van desde las 
aplicaciones mas inmediatas, hasta otras moderadamente complicadas. Los 
ejemplos se separan del material del texto por medio de un espaciamiento. 

Ejercicios 

Se ha puesto especial cuidado al elaborar los ejercicios a fin de asegurar la utili- 
zacion de valiosas experiencias de aprendizaje en cada uno. Los ejercicios con 
mayor grado de dificultad se han marcado con un asterisco (*). Cada conjunto 
contiene una gama completa de ejercicios presentados en orden creciente de 
dificultad. Muchos de estos consisten en resultados y teoremas utiles; se reco- 
mienda al profesor que seleccione cuidadosamente los que sean de mayor be- 
neficio para sus clases. 

Se proporcionan las soluciones de los ejercicios de numero impar. Estas no 
son simplemente las respuestas ni las soluciones completamente desarrolladas, 
sino sugerencias acerca del camino que puede tomarse para llegar a la respues- 
ta dada. Se invita a los estudiantes a que pongan a prueba sus propias ideas an¬ 
tes de utilizar las sugerencias indicadas. La editorial puede proporcionar un 
Manual del Instructor (en ingles) que contiene las soluciones de los ejercicios 
pares. 

NOTAS DE CAPITULO 

Cada capitulo concluye con una breve indication de otros resultados y fuentes 
de material colateral y complementario. Los estudiantes interesados pueden 
examinar estas guias para lograr una comprension mas profunda del contenido. 

TABLA de simbolos y apendices 

En las paginas subsiguientes se presenta una tabla de los simbolos utilizados en 
el libro. Los apendices al final contienen tablas de mapeos conformes, trans- 






viii 


PROLOGO 


formadas de Laplace, y un breve repaso de las integrales de linea y el teorema 
de Green. 
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A FUNCIONES 
I ANALiTICAS 


Los numeros complejos fueron propuestos inicialmente en 1545, por el mate- 
matico italiano Girolamo Cardano, en un tratado monumental acerca de la so- 
lucion de las ecuaciones cubica y cuarticas titulado Ars Magna. Para apreciar 
la dimension de esta propuesta debe tenerse en cuenta que el concepto de nu¬ 
meros negativos apenas habia tenido aceptacion, y que aun habia controversia 
en relacion con sus propiedades. Las cantidades “ficticias” de Cardano fueron 
ignoradas por la mayoria de sus colegas, hasta que el genio matematico Carl 
Friedrich Gauss les dio el nombre actual y las utilizo para demostrar el Teore- 
ma Fundamental del Algebra, el cual establece que todo polinomio que no sea 
constante tiene al menos un cero. En este libro, exploraremos las propieda¬ 
des de los numeros complejos y de las funciones, con valores complejos, de una 
variable compleja. Veremos que la teoria de funciones de una variable comple- 
ja extiende los conceptos del calculo al piano complejo. Al hacerlo, la deriva¬ 
tion y la integration adquieren nueva profundidad y elegancia, y la naturaleza 
bidimensional del piano complejo produce muchos resultados utiles en mate- 
maticas aplicadas. 


1.1 N0MEROS COMPLEJOS Y $U ALGEBRA 


Los numeros usados en algebra elemental y en calculo se llaman numeros rea¬ 
les. Estos son todos aquellos que pueden representarse geometricamente por 
los puntos de una linea recta infinitamente larga (vease Figura 1.1). La lmea se 
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-1-,-1-1-1-1-,-1-,—*1-1-1-1_ 

- 3 - 2-1 0 1 2 3 

FlGbRA 1.1 . Modelo del sistema de numeros reales 


divide en intervalos por medio de puntos equidistantes que representan a cada 
uno de los enteros, con los numeros reales positivos a la derecha del cero y los 
reales negativos a la izquierda. Todo numero real se representa por un solo 
punto sobre la lmea. Estos numeros satisfacen las cinco reglas algebraicas si- 
guientes, llamadas axiomas de campo: 


1. Leyes conmutativas 

a + b = b + a y ab - ba. 

2. Leyes asociativas 

(a + b) + c = a + (b + c) y (ab) c = a(bc). 

3. Leyes distributivas 

a(b + c) - ab + ac y (a + b)c = ac + be. 

4. Identidades. La identidad aditiva 0 y la identidad multiplicativa 1 sa¬ 
tisfacen que 0 1 y 

a+0 = a = 0 + <z y a • \ = a = \. ' a. 

5. Inversos. Cada numero real a tiene un inverse) aditivo (—a) y, si 
a =h 0 un inverso multiplicativo a -1 que satisface 

a + (--a) - 0 = (—a) + a y aa 1 = l = a 1 a. 1 


Sin embargo, los numeros reales tienen una deficiencia basica: no propor- 
cionan todas las soluciones posibles de las ecuaciones polinomiales. Por 
ejemplo, la ecuacion x 2 + 1 = 0 no puede resolverse usando numeros reales, 
ya que el cuadrado de cualquier numero real es no negadvo. No obstante, po- 
demos corregir este defecto si definimos el conjunto de numeros complejos &, 
que se forma de todos los pares ordenados 

z = (x, y) 

de numeros reales x y y, con las siguientes operaciones de suma y multipli- 
cacion: 

(x, y) + (a, b) = (x + a, y + b), 

(,x, y) • (a, b) = (xa yb, xb + ya). 
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FlGURA 1.2. Ley del paralelogramo para la suma vectorial 


Como los numeros complejos se representan por pares ordenados de numeros 
reales, podemos asignar el punto en el piano Cartesiano con coordenadas x y y 
al numero complejo z = (x, y). De cualquier forma, es mas util denotar por 2 al 
vector (segmento de recta dirigido) que va desde el origen hasta el punto (x, y). 
Si usamos este modelo para cada numero complejo, la suma de dos numeros 
complejos 

(x, y ) + (a, b) = (x + a, y + b) 

corresponded a la ley del paralelogramo para la suma vectorial descrita gra- 
ficamente en la Figura 1.2. 

Tambien se pueden utilizar los vectores para interpretar la multiplicacion 
(x, y) (a, b) = (xa — yb, xb + ya ) 
de dos numeros complejos. Note que 

(x, 0) (a, b) = (xa, xb), 

y que el vector (a, b) se alarga o se acorta por un factor x si x > 0 y tambien 
se refleja con respecto al origen si x < 0 (vease Figura 1.3). Observe, ademas, 
que 

(0, 1) (a, b) = (- b, a). 

Si usamos triangulos semejantes, vemos que al multiplicar cualquier numero 
complejo por (0, 1), el vector rota 7 t/ 2 radianes en sentido contrario al de las ma- 
necillas del reloj (vease Figura 1.4). Puesto que (x, y) = (x, 0) + (0, 1) {y , 0), 
el producto de (x, y) y (a, b) se puede expresar en la forma 

(x, y) {a, b) = [(x, 0) + (0, 1) (y, 0)] (a, b) 

= (x, 0) (a, b) + (0, 1) (y, 0) (a, b) 

= (xa, xb) + (0, 1) [ya, yb). 
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FlGURA 1.3. Abrgamiento y reflejo de un vector 


Y 



FlGURA 1.4. Rotacion de un vector: (0, 1](a, b) = [-b. o) 


Por lo tanto, la multiplicacion compleja involucra la suma de dos alargamien- 
tos de ( a, b), con el segundo de ellos rotado it/ 2 radianes en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj. Por ejemplo, el producto 

(1,2) (2, 3) = (2,3) + (0,1) (4,6) 

= (2, 3) + (-6, 4) 

= (-4, 7) 

esta ilustrado en la Figura 1.5. 

Si identificamos el par ordenado (x, 0) con el numero real x, notamos que 
la suma y la multiplicacion de tales pares satisfacen las operaciones usuales de 
suma y multiplicacion de numeros reales: 

(x, 0) + (a, 0) = (x + a, 0) y (x, 0) (a, 0) = (xa, 0). 
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FlGURA 1.5. Multiplicacion de complejos 


Luego entonces, el conjunto de numeros complejos incluye los numeros reales. 
Como 

(x, y) = (x, 0) + (0, 1) {y, 0), 

si representamos (x, 0) por x y denotamos (0, 1) por el simbolo i, podemos re- 
escribir z — (x, y) en la forma 

z = x + iy. 

Esta es la notacion estandar para los numeros complejos. El simbolo i se llama 
unidad imaginaria* , y satisface la propiedad 

i 2 =(0,1) (0,1) = (-1,0) 

o 

i 2 = - 1 . 

El origen del sistema coordenado se denota por el numero complejo 0. El mo- 
delo de piano Cartesiano de los numeros complejos se llama piano complejo. 

Cuando nos referimos al numero complejo z = x + iy, llamamos a x par¬ 
te real de z, y la denotamos por Re z. El numero y llamado parte imaginaria 
de z, se denota por Im z. Si x — 0, tendremos z = iy, y entonces se dice que z es 
imaginario puro. 


Ejemplo 1 

Encuentre las partes real e imaginaria de z = 2 + 3 i. 
SOLUCION: Tenemos Re z = 2 e Im z = 3. 


* Los libros de ingenieria denotan frecuentemente la unidad imaginaria por el simbolo j. 
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Si usamos la notation z — x + iy para los numeros complejos, las defini- 
ciones de suma y multiplication nos permiten realizar estas operaciones con 
numeros complejos de la misma manera en que lo hacemos con los polinomios, 
excepto que z 2 = —1: 

(1 + 2 i) + (2 + 3z) = 3 + 5 i, 

(1 + 2z) ' (2 + 3z) = 2 + (4z + Si) + 6i 2 = —4 + 7z. 

Es facil verificar que las operaciones de suma y multiplication de numeros 
complejos son conmutativas, asociativas y distributivas. Los numeros 0 y 1 son 
las identidades aditiva y multiplicativa para los numeros complejos. 

Podemos restar numeros complejos notando que 

*1 ~*2 =*1 +(-*2)=*l +(-l)*2- 

Por ejemplo, 

(7 + 2z) - (3 - 4z") = (7 + 2 i) + (-3 + 4*) 

= 4 + 6i. 


Por tanto, -z es el inverso aditivo de z. Para comprobar que los numeros 
complejos forman un campo (vease Ejercicio 33), se debe verificar la existencia 
de un inverso multiplicative para cualquier numero a + bi # 0. Si se mul¬ 
tiplica a + bi por su complejo conjugado a - bi, tendremos 

(a + bi) (a - bi) = a 2 + (abi - abi) — b 2 i 2 - a 2 + b 2 . 


Consecuentemente, el inverso multiplicative de a + bi es 

(a + 6,) 

La division de numeros complejos se obtiene cuando se multiplica por el in¬ 
verso multiplicative del divisor. Por ejemplo, si dividimos x + yi por a + bi 0 , 
entonces 


x + yi 


a + bi 


- = (x + yi ) 


a — bi 
a 2 + b 2 



De manera alternativa, podemos multiplicar el numerador y el denominador 
de un cociente por el complejo conjugado del divisor: 

x+yi _ x + yi a — bi _ / ax + by \ + / ay — bx \ . 
a + bi a + bi a — bi \a 2 + b 2 ) \a 2 + b 2 ) 


Ejemplo 2 

, . 1 - 2 i 

Exprese el cociente — — como un numero complejo. 

SOLUCION: Si multiplicamos numerador y denominador por el comple¬ 
jo conjugado, 3 — (—4 i) = 3 + 4 i del denominador, tendremos 


1.1 • NUMEROS COMPLEJOS Y SU ALGEBRA 
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1 - 2> = (1 - 21) (3 + 4»') _ 3 - 6* + 4* - 8z 2 

3 — 41 (3 - 4i) (3 + 4i) 9 + 12* — 12* — 16* 2 



El complejo conjugado de un numero complejo z se denota por el simbolo 
z; Dado que si z = x + iy, entonces 


z + z = (x + iy) + (x - iy) = 2x = 2 Re z, 
z - z = (x + iy) - (x - iy) = 2 iy = 2 i Im 2 , 

22 = (x + iy) (x — iy) = x 2 + y 2 . 


De esta forma tendremos las identidades 


D z + 2 2—2 

Re 2 - --- . Im 2 = - 


2 21 

y el teorema de Pitagoras nos dice que (longitud z) 2 = 22 . 


Ejemplo 3 

Encuentre la longitud del vector 2 = 5 + 7*. 

SOLUCION: Si se multiplica 2 por z, tendremos 

(longitud z) 2 = 22 = (5 + 7i) (5 - 7i) = 25 + 49, 
por lo tanto, longitud 2 


Si 21 - x, + iy , y z 2 - x 2 + iy 2 , entonces 

2 , + z 2 = (x 1 + x 2 ) + i(yi + y 2 ) ~ (x, + x 2 ) - i(y t + y 2 ) 

= (x, - iy 1 ) + (x 2 - iy 2 ) = z 1 +z 2 . 

Luego, el complejo conjugado de la suma de numeros complejos es la suma de 
sus conjugados: 

Z, + Z 2 = 2 , + T 2 . 

De manera semejante se muestra (veanse Ejercicios 27-29) que 

~Z 2 =Z ! Z 2 , 

Z=ZiZ 2 

y 

(2 1 [-Z 2 ) — Z\/z 2 , z 2 ¥= 0 . 




CAPITULO 1 • FUNCIONES ANAUTICAS 


EJERCICIOS 


En los Ejercicios 1-12, encuentre la suma, diferencia, producto y cociente de cada par 
de numeros complejos. 


1 . 2 
3. 1 + i, i 
5. 1 + *, 1 - * 
7. 5, 2 + * 

9.3 — 2 i, 4 + * 
11.4 + 5*, 1 -i 


2. i, —i 
4. 2 - i, 3 + i 
6. 2 + t, 3 - 4* 
8 . 51 , 2 + * 

10 . 2 + *,2 — * 

12. 2 + i, 2* 


En los Ejercicios 13-20, escriba el 

13. (1 - i ) 2 
15. (1 — 2*) 2 

17 ^ + * _ 4 + * 

3 — i 1 + 2* 


numero dado en la forma x + iy. 


14. (1 -*) 3 
16. * 2 (1 + i) 


3 


18. 


3 + 2* 

1 + * 


+ 


5 - 2* 

— 1 + * 


19 . (1 + *) (1 + 2*) (1 + 3*) 20 . (1 - *) (1 - 2 *) (1 - 3 *) 

21. Pruebe que Re ( iz ) = —Im z. 

22. Verifique que Re (z) = Im(*’z). 

23. Pruebe que si ZjZ 2 = 0,entonces z x = 0 o z 2 = 0. 

24. Muestre que si Im z > 0, entonces Im (1/z) <C 0. 

*25. Suponga que z x + z 2 y z i Z 2 son, ambos, numeros reales negativos. Pruebe que 
Z ( y z 2 deben ser reales. 

*26. Pruebe el teorema binomial para numeros complejos, 


(z, +z 2 ) n =Z^ M’jjzr 1 2 2 + (?)4“ 2 z\ + ... + z” 2 , 

n! 

donde n es un entero positivo y \k) ~ --—-—- ■ 

kl(n — k)\ 

(Sugerencia: Use induccion.) 

En los Ejercicios 27-29, sean z 1 - x l + iy j y z 2 = x 2 + O' 2 • 


27. Muestre que Zj — z 2 =Zj — z 2 . 

28. Compuebe que z t z 2 =z^z 2 . 

29. Muestre que (z x /z 2 ) =zjz 2 , donde z 2 ^ 0. 

En su libro Ars Magna, Girolamo Cardano incluyo un metodo para encontrar las 
raices de la ecuacion cubica general 

z 3 + pz 2 + qz + r = 0 

que habia sido descubierto por Niccolo Tartaglia. 

*30. Muestre que la sustitucion w = z + pf 3 reduce la ecuacion cubica general a 
una ecuacion de la forma 

iv 3 + aw + b = 0. 


Un asterisco (*) indica los ejercicios con mayor diiicultad 
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*31. Verifique que las raices de la ecuacion del Ejercicio 30 son 

„ „ A +B A — B r . A+B A -B 

w - A + B, -+ - V^>-- 

o o v n o 


v/3t, 


donde A 




b 3 / b / b 2 a 3 

— + D, B - - D, y D =\f — + — • 

2 2 v 4 27 


*32. Confirme la necesidad de los numeros eomplejos incluso para encontrar las 
raices reales de 

w 3 — 19 w + 30 = 0 
por el metodo de Tartaglia. 

33. Pruebe que los numeros eomplejos satisfacen los axiomas de campo. 

34. Demuestre que la identidad aditiva de G es unica. 

35. Pruebe que la identidad multiplicativa de Q es unica. 


1.2 Representacion polar 


Hemos visto que los numeros eomplejos pueden representarse como vectores en 
el piano complejo. En esta seccion utilizaremos el concepto de segmento de 
recta dirigido para determinar las propiedades de la longitud y del angulo 
de inclinacion de un vector en el piano complejo. 

Considere el vector no nulo z = x + iy mostrado en la Figura 1.6. La 
longitud del vector z se puede determinar con el teorema de Pitagoras: 

r=s/x 1 + y 2 . 

Llamamos a esta longitud valor absoluto (modulo o magnitud) del numero 
complejo z, y la denotamos como 

\z\ = s /x 2 +y\ 

Note que \zl> Re z, \z I ^ Im z y \z 1= \z I. Ademas, recuerde que en la 
Seccion 1.1 probamos que zz = x 2 + y 2 . Por tanto, zz = \z I 2 . 


Im z 



FlGURA 1.6. Representacion polar 
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CAPITULO 'l • FUNCIONES ANAUTICAS 

La interpretation de la suma compleja como vectorial es muy util al pro¬ 
bar el siguiente resultado: 

LA desigualdad del triangulo 

IZj + Z 2 1^ i’Zj 1+ I z 2 i. 


PRUEBA: Recuerde que la longitud de un lado de cualquier triangulo es me- 
nor o igual a la suma de las longitudes de los otros dos lados. De tal forma que 
la desigualdad del triangulo se deduce inmediatamente al considerar el trian¬ 
gulo sombreado en laFigura 1.7. La desigualdad del triangulo tambien puede 
probarse algebraicamente (vease Ejercicio 38) .1 

Regresando a la Figura 1.6, vemos que el angulo que forma el vector z - 
x + iy con el eje real positivo, esta dado por la expresion 

y 

d = arctan 

x 

Esta expresion, sin embargo, no sera valida en el segundo o tercer cuadrante, 
ya que los valores de arctangente caen en el intervalo (—7 t/2, 7t/ 2). Ademas, el 
angulo de inclinacion del vector esta determinado hasta un multiplo de 2 tt, ya 
que los angulos 

0 + 2irk, k = 0, ±1, ±2,. . 

proporcionan todos la misma direccion en el piano complejo. El angulo de 
inclinacion del vector z, determinado excepto por un multiplo de 2n, se llama 
argumento de z y se denota por arg z. El valor de arg z que sadsface 

—7T < arg z < 7T 

se llama valor principal del argumento y se designa Arg z. Cuando se trabaja 


lm z 



FlGURA 1.7. 'Desigualdad del tnonguto: iz, +‘z 2 i< lz,l+ lz, I 
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con el argumento, es conveniente acordar que la notation argz ignore los mul¬ 
tiples de 2 tt, ademas de utilizar la expresion 

Argz + 2‘nk, k como entero fijo, 

para indicar un angulo particular. 

Regresando al vector original z = x + iy, z 0, note que 

x = r cos 9 = I z I cos(arg z) 


y que 
Ahora, 


y = r sen 9 = 


I z lsen(arg z). 


z - x + iy = r (cos 9 + i sen 9) 

puede reescribirse como 

z = Iz I [cos(argz) + i sin(arg z)], z i= 0. 


Esta forma se llama representacion polar del numero complejo z. * 


Ejemplo 1 

Encuentre la representacion polar de 1 — i. 

SOLUCION: Remitase a la Figura 1.8. El valor absoluto de 1 — 2 es 
\ 1 — i\=y/l 2 + (—l) 2 =y/2, 
mientras que el valor principal del argumento de 1 — i es 

Arg(l -i) = - ^ • 



FlGURA 1.8. Representacion polar de 1 -i 


* Los iibros de ingenieria usan a menudo las notaciones r & y r cis d para la representacion polar de z. 
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CAPITULO 1 • FUNCIONES ANAUTICAS 


Como los angulos polares no estan determinados de manera unica, el 
argnmento es 


-7T 


arg(l— i) = - + 2irk, 

4 

donde k es cualquier entero. Asi, la representation polar de 1 - * es 


1 -i = yf2 


cos 


—7T 


+ 2vk j + i sen 


27 Tk) 


La multiplication de los numeros complejos z y w tiene interpretaciones 
geometricas interesantes cuando los escribimos en sus representaciones polares. 
Sean Q = arg z y (j) = arg w. Se tiene 


z - I z l(cos 0 + 7 sen@) y w = I w l(cos <p + i sen0). 
Entonces, 

zw = I z I I iv l(cos 6 + i send ) (cos 4> + i sen 0) 

= l z I I w I [(cos 6 cos 0 — sen0 sen0) + i (sen0 cos (j)+ cos Q sen^)] 
y, por las formulas de suma de angulos de trigonometria, 

zw= Iz I \w\ [cos(0 + 0) + 7sen(0 + 0)]. (1) 

Como 

I cos (6 +<!>) + i sen(0 + 0)1= 1, 
la ecuacion (1) conduce a 


y 


\zw I = Iz I \w\ 


arg zw = arg z + arg w. 


( 2 ) 

( 3 ) 


Por tanto, la longitud del vector zw es el producto de las longitudes de los vec- 
tores zy w, mientras que el angulo polar del vector zw es la suma de los angulos 
polares de los vectores zy w. Como el argumento se determina hasta un mul- 
tiplo de 27r la ecuacion (3) se interpreta diciendo que, si se asignan valores par- 


lm z 



FlGURA 1.9. Multiplicacidn de complejos 
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ticulares a dos terminos cualesquiera, existe un valor del tercer termino para el 
cual se cumple la igualdad. La construccion geometrica del producto zw se 
muestra en la Figura 1.9. Para la multiplication, el angulo entre w y zw debe 
ser identico al angulo entre 1 y z en la Figura 1.9. De ello, los triangulos de 0 1 z 
y 0 w zw son semejantes. 

La division de numeros complejos conduce a la ecuacion siguiente: 

z | z I 

— = -—- [cos(0 — 0) + fsen(0 — 0)]. 
w I w 1 

Como I w I = I to I, obtenemos, por las formulas de suma de angulos de la 
trigonometria, 

z zw \z l(cos 0 + i sen0) I w l(cos 0 — * sen0) w^O 
w ww I w I 2 

Por lo tanto, 



(4) 


a.rg(z/w) = arg 2 — arg w, (5) 

con la ecuacion (5) sujeta a una interpretacion similar a la de la ecuacion (3). 
El producto 

zw = \z I I u> 1 [cos(0 + 0) + fsen(0 + 0)], 
donde 6 = arg z y 0 = arg w, conduce a un resultado muy interesante cuando 
z = w. Como 0 = 0, tenemos 

z 2 = \z\ 2 [cos(20) + zsen(20)]. 

Con w = z 2 obtenemos 

z(z 2 ) = Iz I Iz I 2 [cos(0 + 20) + 2 sen (0 + 20)] 
o 

z 3 = 1.2 I 3 [cos(30) + i sen(30)]. 


Como z = I z I (cos 0+i sen0), hemos demostrado que 

(cos 0 + zsen 0) 2 = cos(20) + i sen(20) 


y 


(cos 0 + i sen0) 3 = cos(30) + fsen(30). 


Mediante este proceso obtenemos el teorema de De Moivre, llamado asi en ho¬ 
nor del matematico frances Abraham de Moivre (1667-1754), 


z = Iz l(cos 0 + i sen0) y w = I w l(cos 0 + i sen0), 


donde n es un entero positivo. El teorema de De Moivre tiene muchas aplica- 
ciones utiles. 
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CAPfRJLO 1 • FUNCIONES ANAUTICAS 


Ejemplo 2 

Calcule (1 — z) 23 . 


SOLUCION: Si multiplicamos 1 _ i por si mismo 23 veces, obtenemos la 
respuesta, pero si utilizamos el teorema de De Moivre podemos en- 
contrarla mas facilmente. Vimos en el Ejemplo 1 que 


1 - i =^2 


cos (—— + 2irk J + i sen + 2irk) 


Usando el valor principal del argumento, tenemos 


(1 -i) =v/2 


Entonces, por el teorema de De Moivre, 


—7T 


cos ( -— ) + i sen I - 


(1 - z') 23 = ( v /2) 23 
= 2 23 / 2 


cos 


cos 


-7T 

4 

-23tt 


V 4 


+ i sen 


+ i sen 


—IT 


-1 23 


-23tt 


Pero como - 237T/4 = 7r/4 - 6ir, y sen (tt/ 4) = cos(?r/4) = 1/^/2, 
obtenemos 


(1 


i ) 23 = 2 23 / 2 


( 1+0 


= 2048(1 +*). 


El teorema de De Moivre tambien puede utilizarse para encontrar las 
raices de un numero complejo. Si z es una raiz n-esima del numero complejo w, 
entonces 


Para encontrar z, establezcamos que 

z - Iz I (cos 6 + i sen0) y w = \ w l(cos < p + i sen <f>), 

donde 6 = arg 2 y <p = arg w. De tal forma que con el teorema de De Moivre, 
tenemos 


1 2 l n (cos nd + i sen nd) = I w l(cos 0 + i sen 0). 
As!, podemos tomar 


l'2 I — \ w\ X/n 


y 


0 - - argn;= (Arg n; + 2irk), k = 0, ±1, ±2,_ (6) 

n n v ' 

Aunque la ecuacion (6) proporciona un numero infinito de valores para Q, 
solo se obtienen n angulos polares diferentes porque 
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27 T(k + n) 2irk 

——- 1 + 2n, 

n n 

pues los angulos polares se repiten cada n enteros. Por tanto, limitamos 
nuestra atencion a lbs n angulos polares 

6 = — (Arg w + 2nk), k = 0, 1,. . n — 1. 
n 


Ejemplo 3 

Encuentre las tres ralces cubicas de w -- 1 - i 

SOLUCION: Sea z una raiz cubica de 1 - i. Entonces 

z 3 = 1 — i, 

y, por el teorema de De Moivre, 


Izl 3 (cos 30 + i sen30) = yj2 

De tal forma que 

Iz I = 2 1;/6 v 


cos 


-7T 


+ 2nk + i sen 


—7T 


+ 2irk ) 


a —7T 2nk 

6 = — + 


12 3 

En consecuencia, las tres ralces cubicas de 1 — i son 


k = 0, 1, 2. 


•zo = 72- 


cos 


—7t\ . /— 7TV 

- + i sen - 

12/ V12 y 




= ^2 
=\/T 


( n 

cos — 

. V12 


cos 


77r\ 
12 ) 
5ir 


sen 


+ i sen 


12 


77rV 

12/J 


/ 5tt 

cos | — 1 + i sen I —- 

4 j \ 4 / J 


Las secciones conicas proporcionan ejemplos adicionales de los conceptos 
vistos hasta ahora. Aunque pueden utilizarse las formulas usuales de la . 
geometrla analltica (con x = Rezy^ = Im z), es facil definir las secciones co¬ 
nicas en terminos de la distancia. 


Ejemplo 4 

Una elipse se define como el conjunto de todos los puntos de <3 tales que 
la suma de sus distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante. 
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CAPITULO -1 • FUNCIONES ANAUTICAS 


(jCual es la ecuacion de la elipse que pasa a traves de i y que tiene sus focos 
en +1? 

SOLUCION: Como z — z 0 es el vector que va de z 0 a z, la definicion de 
la elipse conduce a 

Iz - ll + I z + 11 = c, 

donde c es una constante real. Comoz = i debe satisfacer la ecuacion, se 
tiene (vease Figura 1.10) 


lm z 



Figura 1.10. Elipse i* - 11 + \ z +11= 2-Jf 

c — I i — 11 + I * + 11 = 2\f2. 
Asi, la elipse esta dada por 

Iz - 11+ lz + 11=2^2. 


Ejemplo 5 

Una parabola se define como el conjunto de todos los puntos de Q cuya 
distancia a un punto dado, llamado foco, es igual a su distancia a una 
recta fija llamada directriz. Encuentre la ecuacion de la parabola que 
tiene i como foco y la recta Im z = —1 como directriz. 

SOLUCION: Por definicion, obtenemos 

Iz — * 1= Im z + 1, 

ya que el punto de la directriz mas cercano a un punto z, es el que se loca- 
liza verticalmente abajo de el (vease Figura 1.11). Si deseamos encontrar 
la formula correspondiente en geometria analitica, elevamos al cuadrado 
ambos lados, para obtener 


Iz I 2 + 1 + 2 Re zi = (Im z + l) 2 
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FlGURAl.11. Parabola lz -il = lmz + l 


o 

lz I 2 — 2 Im z = (Im z) 2 + 2 Im z. 

Luego, si y = Im z y lz I 2 = x 2 + y 2 , obtenemos la parabola 

y =x 2 /A. 


EJEMPLO 6 

Una hiperbola esta constituida de todos los puntos z de <3 tales que el va¬ 
lor absoluto de la diferencia entre las distancias de z a dos puntos fijos, 
llamados focos, es una constante. <iCual es la ecuacion de la hiperbola con 
focos ± 1, que pasa por el punto 1 + 2 ? 

SOLUCION: Por definicion, tenemos 

11 z — 11 — lz + 1 II = c, 

donde c es una constante. Como el punto z = 1 + i satisface la 
ecuacion, encontramos que c = y/5 — 1. 


Ejercicios 

En los Ejercicios 1-9, encuentre el valor absoluto, el argumento y la representacion po- 


lar de los numeros complejos dados. 


1. i 

2. -i 

3. 1 + i 

4. —3 + Ai 

5.4 + 3i 

6. 5 - 122 

7. 2 + 7 i 

8.2-i 

9. 5 + 2i 
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CAPITULO i 


FUNCIONES ANALfTICAS 


En los Ejercicios 10-15, use el teorema de De Moivre para expresar cada numero en la 
forma x + iy , donde x y y son reales. 

10. (l +f) 29 11. (-l + l) 17 

12. (—1 — *) 36 13. (2 + 2z) 12 

14. (v/3 + *') 1S 15. (— \/3 + z) 13 


Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones senaladas en los Ejercicios 16-23. 


16.z 2 = i 

17. z 2 = 1 + i 

18. z 2 = 2 - i 

19. -z 2 =y/3 + i 

20. z 3 = 2 + i 

21. Z 3 = 1 +y/3i 

22.z 4 = i 

23. z 4 = -1 


24. Encuentre la ecuacion de la elipse con focos ±» que pasa por el punto 1 + i. En 
geometria analxtica, ,icual es la formula correspondiente? 

25. Exprese la ecuacion de la elipse con focos lei que pasa por el origen. <iCual es la 
formula correspondiente en geometria analitica? 

26. Encuentre la parabola con foco 1 + i, y con la recta Re r + Im z = 0 como di- 
rectriz. 

27. Escriba en forma compleja la ecuacion general de una hiperbola con focos ay b. 

28. Pruebe que I z I | Re z I + I Im z | 

*29. Demuestre que, si I z t I = I z 2 I = lz 3 lyZ] + z 2 + z 3 = 0, entonces z,, z 2 , 
z 3 son los vertices de un triangulo equilatero. 

(Sugerencia: Muestre que I z x — z 2 I 2 = lz 2 — z 3 I 2 = lz 3 — z x I 2 .) 

*30. Compruebe que el triangulo con vertices Z l , Z 2 , Z 3 es equilatero si y solo si 


z 2 +z\ +zj =z i z 2 +z 2 z 3 +z 3 z,. 
31. Verifique que lz, — z 2 l> 11 z 3 I — I z 2 II. 


32. Demuestre que 


n 

s 

k=l 


Zk 


< 2 lz, I. 

k=\ 


33. Muestre que I z j ± z 2 I 2 = I z j I 2 + lz 2 I 2 ± 2 Re ZjZ 2 . 

34. Pruebe que Iz j + z 2 I 2 + 1 zj — z 2 I 2 = 2( Iz j I 2 + lz 2 I 2 ). 

35. Demuestre que 


1 — az 


si I z I < 1 y I a I < 1. 

36. Muestre que la desigualdad del triangulo es una igualdad para los numeros z ] y 
z 2 con valor diferente de cero si y solo si arg z j = arg z 2 . 

37. Muestre que si z 0 es una raiz del polinomio P(z) con coeficientes reales, entonces 
z 0 es tambien una raiz de P(z). 

38. Desarrolle Iz j + z 2 I 2 para probar la desigualdad del triangulo. 

(Sugerencia: z ,z 2 <|Z]Z 2 I= Iz 3 I Iz 2 I.) 

39. Las n raices de la ecuacion z n = 1 se llaman raices n-esimas de la unidad. 
Muestre que estas raices estan dadas por 


/ 2nk\ 

. [2vk\ 

II 

o 

I— 1 


cos - . 

+ l sen - , 

., n 

V n ) 

V n ) 
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40. Sea z^cualquier raiz ra-esima de la unidad y pruebe que 

1 +z k + z\ + . . . + 4 -1 = 0, siz A ^l. 

41. Si 1, Zj, z 2 , . . ., z n _ j son las raices ra-esimas de la unidad, muestre que 

■(z-zj)(z-z 2 ) • (z-z n _ 1 ) = l+z + z 2 + ... + Z 71 - 1 . 

*42. Encueritre todos los tiempos posibles en que las manecillas de un reloj se pu- 
dieran intercambiar para obtener una position factible en un reloj ordinario. 
*43. Minimizando la expresion :S^ =) (ia* I — X Iz^ I) 2 , donde <2j , . . a n , z, , 
. . z n son numeros complejos, para X,real arbitraria, demuestre que 


2 I a k z k 

k= l 


< ( E 1 0,^ 

, k= i 


*44. Pruebe la identidad de Lagrange: 


n 

£ ak.Zk 

k=\ 


2 _ 


E \a k I 2 
k= i 


2 \z k 12 

*=i 


l \z k \ 2 ). 

k = l 


E \a;z k - a k z; | 2 . 
1 <j<k < n 


*45. Teorema de Enestrom-Kakeya. Sea P(z) un polinomio con coeficientes reales, 


P{z)= a n z n + a n ~ x z n 1 + . . . +a,z + a„, 

que cumplen a 0 > a j > . . . > a n ■> 0. Pruebe que todas las raices de P(z) sa- 
tisfacen:lz I > 1. ( Sugerencia: Aplique la desigualdad del triangulo a (1 — z) 
P{z) = a 0 - [{a 0 - ai )z + (a 2 - a 2 )z 2 + . . . + (a„_l - ««)*” + 
a n z n+1 ]-) 


1.3 CONJUNTOS EN EL PLANO COMPLEJO 


Si z 0 es un numero complejo, entonces, una e- vecindad de z 0 es el conjunto 
de todos los puntos z, cuya distancia a z 0 es menor que e, esto es, todos los z 
que satisfacen Iz — z 0 I < e (vease Figura 1.12). Graficamente, este es el in¬ 
terior de un disco centrado en z 0 de radio e. 


Im 2 



FlGURA 1.12. Uno e- vecindod de 
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CAPITULO 1 • FUNCIONES ANAUTICAS 


Sea S un conjunto de puntos del piano complejo 6 . Se dice que z 0 es un 
punto interior de S si alguna e- vecindad de z 0 esta completamente contenida 
en S; el conjunto de todos los puntos interiores de S se llama interior de S y se 
denota por Int S. El complemento de S es el conjunto Q — S de todos los pun¬ 
tos que no estan en S. El conjunto Int (6 — S) se denomina exterior de S. Un 
punto z 0 es un punto frontera de S si toda e- vecindad de z Q contiene puntos 
que estan en S y puntos que no lo estan. Note que los puntos frontera de S no 
estan en el interior ni en el exterior de S. El conjunto de todos los puntos fron¬ 
tera de S se llama frontera de S (vease Figura 1.13). 



FlGURA 1.13. Interior, exterior y frontera de un conjunto 


Un punto Zq es llamado un punto de acumulacion de un conjunto S, si cada 
vecindad de z 0 contiene al menos un punto de S distinto de z Q . 


Ejemplo 

Sea S 0 el conjunto de todos los puntos z tales que \z I < 1. Encuentre el 
interior, la frontera y el exterior del conjunto S 0 . 



FlGURA 1.14. Interior, frontera y exterior del conjunto lz I < 1 
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SOLUCION: Sea z 0 un punto cualquiera de S 0 . Note que el disco 
I z — z 0 l<e esta situado completamente dentro de S 0 siempre que 
e < 1 — I- 2 o I- Asi, todo punto de S 0 es un punto interior. Igualmente, 
todo punto z o que satisfaga lz 0 l> 1 sera exterior a S 0 . Si lz 0 I = 1, 
entonces toda e- vecindad de z 0 contendra puntos que estan en S 0 y pun- 
tos que no lo estan. Por tanto, la frontera de S 0 consiste en todos los 
puntos sobre el circulo I z I = 1: el interior es el conjunto I z I < 1, y el ex¬ 
terior es el conjunto de todos los puntos que satisfacen Iz I > 1 (vease Fi- 
gura 1.14). 


Un conjunto es abierto si todos sus puntos son interiores; esto es, S = Int S 
cuando S es abierto. Asi, el conjunto Sq del ejemplo anterior es abierto. A1 
complemento de un conjunto abierto se le llama cerrado. Por ejemplo, el con¬ 
junto T de todos los puntos z, tales que \z I > 1 es cerrado. De igual manera, 
el conjunto \z l< 1 es cerrado. 

Se dice que un conjunto S es acotado en caso de que exista un numero re¬ 
al positivo R tal que todo z en S satisfaga \z I <C R. Si esta condicion no se 
cumple, decimos que S es no acotado. Por ejemplo, el conjunto S 0 en el 
ejemplo anterior es acotado, pero T = {z :l z\> 1} es no acotado. 

Un conjunto S es conexo si no puede ser representado como la union de 
dos conjuntos Ay B ajenos y no vacios tales que ninguno de ellos contenga un 
punto frontera del otro. Intuitivamente, lo que se senala es que S esta integra- 
do por una sola pieza. Por ejemplo, S 0 es conexo, pero el conjunto de todos los 
z, para los cuales Iz — 2 I < 1 o Iz + 2l< 1 es no conexo, puesto que podemos 
formar el conjunto A de todos los z tales que I z — 2 I < 1, y el conjunto B de 
todos los z para los cuales Iz + 2 I < 1 (vease Figura 1.15). Entonces Ay B son 
conjuntos abiertos, ajenos, y ninguno de ellos puede contener un punto fronte¬ 
ra del otro (<|por que?). 



Una region* es un conjunto conexo abierto. Intuitivamente, es claro que 
cualesquiera dos puntos de una region pueden unirse por medio de un pollgo- 
no contenido en esa region, pero este hecho requiere verificacion. La prueba es 


*Muchos libros llaman dominio a un conjunto conexo abierto. Evitaremos tal uso para evitar una posible 
confusion cuando se describa el dominio de definicion de una funcion compleja. 
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ligeramente complicada, pero debe estudiarse porque la tecnica empleada sera 
usada posteriormente. 

• r >.. ■ (7.•• -'* •/;• - • - j^^rf: f'} 1 ^ • \yx,fty;’prr ' 

TEOREMA ‘ 

Cualesquiera dos puhtos de una region pueden unirse por medio de un 
poligono contenido en la region. 


PRUEBA:t Llamemos S a la region, y supongamos que z 0 esta dentro de S. De- 
notemos por Sj todos aquellos puntos de S que pueden unirse a z 0 por medio 
de un pollgono y denotemos por S 2 aquellos puntos que no pueden unirse. Si 
z, esta en Sj y por tanto en S, es un punto interior de S. Asi, existe una e- 
vecindad de z x contenida enS: \z — z x I < e. Todos estos puntos estan en 
S!, ya que cada uno puede unirse a z 1 por medio de una recta que pertenece 
a S, y por ende puede unirse a z 0 por medio de un pollgono contenido en S. 
Entonces, todo punto de S l es punto interior de Sj , asi que Sj es abierto. Si 
z 2 esta en S 2 , sea I z — z 2 \ < e una vecindad contenida en S. Ningun punto 
de esta vecindad puede estar en Sj , porque si asi fuera z 2 estaria en S 1 . Por 
lo cual todo punto de S 2 es punto interior de S 2 , entonces S 2 es abierto. Nin¬ 
gun conjunto puede contener un punto frontera del otro, ya que ambos son 
abiertos y son ajenos. Como S es conexo, uno de estos conjuntos debe ser vacio. 
Pero z 0 esta en S, , asi que S 2 es vacio. Cualesquiera dos puntos pueden unir¬ 
se a z 0 por medio de una trayectoria poligonal contenida en S y, por tanto, 
pueden unirse entre si por una trayectoria poligonal que pasa por z 0 . Ahora, 
la prueba ha quedado completa. H 
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Mas aun, es posible pedir que todas las Imeas del poligono sean paralelas 
a los ejes coordenados. La prueba con este requisito adicional sera identica, ya 
que siempre podemos unir el centra de un disco abierto a uno de sus puntos 
por, a lo m&s, dos segmentos de recta paralelos a los ejes. (Vease Figura 1.16.) 

Una region es simplemente conexa si su complemento es conexo. Esto 
significa que esta region no tiene “hoyos”. Por ejemplo, el conjunto S 0 del 
ejemplo anterior es simplemente conexo, pero el conjunto de todos los z que sa- 
tisfacen 0 < I z I < 1 no lo es, ya que el origen constituye un “hoyo” de este 
conjunto. 

En muchas ocasiones es conveniente extender el sistema 6 de los numeros 
complejos con la inclusion de un pun to al infinito denotado con el simbolo °°. 
Este nuevo conjunto se llama piano complejo extendido fill y el punto °° sa- 
tisface las siguientes reglas algebraicas: 

a 

a + co = <x + a = oo — = 0, a#°°, 

OO 

b' 00= 00 ‘b = 00 — =oo b ¥= 0. 

0 

Como modelo geometrico para fill usamos la esfera unitaria en el espacio 
tridimensional x\ + x\ + x\= 1. Asociamos cada punto z del piano al punto 
z en la esfera, donde el rayo que se origina en el polo norte N pasa a traves de z 
e intersecta la esfera. Asi, N corresponde a °° (vease Figura 1.17) y las e-vecin- 
dades de N sobre la esfera unitaria corresponden a vecindades del punto al in¬ 
finito. Este modelo se llama esfera de Riemann, y la correspondencia entre los 
puntos se denomina proyeccion estereografica. Todas las lineas rectas en 6 
corresponden a circulos que pasan a traves de 00 en 311* Probaremos esta aflr- 
macion en el Capltulo 5. 



FlGURA 1.17. Lo esfera de Riemann 

ejercicios 

En los Ejercicios 1-10, clasifique los conjuntos de acuerdo a los terminos abierto, 
cerrado, acotado, conexo y simplemente conexo. 

1. \z + 3 I < 2 2. I Re z I < 1 

3. I Im z I > 1 4. 0< Iz - ll< 1 

* Otras notaciones comunes para JOT son S, 2, C,U I 00 }. 
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5.lzl<Rez + 2 6. Iz - 11 - Iz + 11> 2 

7. Iz + 1 1+ \z + i\> 2 

8. Iz — 11 < Im z 

9. 2\/2~< Iz — 11+ Iz + 11< 3 

10. IIz — 11 — Iz + * II< 1 

11. jCuales son las fronteras de los conjuntos senalados en los Ejercicios 1-10? 

En los Ejercicios 12-15, pruebe las propiedades indicadas de los conjuntos abiertos y 
cerrados. 

12. La interseccion de un numero finito de conjuntos abiertos es abierta. 

13. La union de un numero finito de conjuntos cerrados es cerrada. 

14. La interseccion de cualquier coleccion de conjuntos cerrados es cerrada. 

15. La union de cualquier coleccion de conjuntos abiertos es abierta. 

16. Pruebe que, si cualesquiera dos puntos de un conjunto abierto pueden unirse 
mediante un poligono contenido en el conjunto, entonces este es una region. 

17. La cerradura de un conjunto S es la interseccion de todos los conjuntos cerrados 
que contienen a S. Pruebe que la cerradura de un conjunto conexo es conexa. 

18. Pruebe que S es cerrado si y solo si contiene todos sus puntos de acumulacion. 

19. (iCual es el punto de acumulacion del conjunto que consiste en todos los puntos 
z = 1/n , siendo n un entero positivo? (Este ejercicio muestra que un punto de 
acumulacion no necesariamente pertenece al conjunto.) 

20. Sea S el conjunto de todos los z que satisfacen Izl^l oz = Oy muestre que z = 
0 no es un punto de acumulacion de S. 

21. (iCual es el punto de acumulacion del conjunto de todos los puntos :z = — in, 
siendo n un entero positivo, en el piano extendido 3TC? ,>Este conjunto tiene un 
punto de acumulacion en 6? 

22. Muestre que cualquier punto de una region es un punto de acumulacion de 
dicha region. 


\ .4 Funciones continuas de una variable _ 

Una funcion compleja de una variable compleja es una regia que asigna un nu¬ 
mero complejo w a cada numero complejo z de un conjunto S. Si escribimos 
w = f(z), w es el valor de la funcion en el punto z que esta en el dominio de de¬ 
finition S. Al escribir w = f(z) en terminos de las descomposiciones en partes 
real e imaginaria z = x + iyyw = u-\-ivAe cada variable compleja, 

w = u{z) + iv(z ) = u(x, y ) + iv(x, y), 

notamos que una funcion compleja de una variable compleja consiste en un 
par de funciones reales de dos variables reales. 


EJEMPLO 1 

Exprese w = z 2 como un par de funciones reales de dos variables reales. 
SOLUCION: Con z = x + iy obtenemos 
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w-z 2 = (x + iy) 2 = (x 2 — y 2 ) + i(2xy). 
Asi, u(x,y) = x 2 —y 2 y v(x, y) = 2xy. 


Las funciones reales de una variable real y — f(x) pueden describirse geo- 
metricamente por medio de una grafica en el piano xy. No es posible una 
representation tan comoda para w — f(z), ya que esta requeriria cuatro di- 
mensiones, dos para cada variable compleja. En lugar de esto, la information 
acerca de la funcion se expresa dibujando pianos complejos separados para las 
variables z y w, e indicando la correspondence existente entre puntos, o con- 
juntos de puntos, en los dos pianos (vease Figura 1.18). Se dice que la funcion/ 
es un mapeo del conjunto S contenido en el piano z en el piano w. Una funcion 
/ que mapea un conjunto S en un conjunto S ',f:S -> S se llama uno a uno si 
f{z i ) =f(z 2 ) solo para z , = z 2 ; se le llama sobre si S' = f(S) , donde f(S) es el 
conjunto de todos los valores tornados por/ en el conjunto S. * Llamamos a f(S) 
el conjunto imagen de S bajo el mapeo /. 


Im2 


Im w 



Ejemplo 2 

Analice la funcion w = 3z. 

SOLUCION: Con z - x + iy, obtenemos 

w = u + iv = 3x + e(3y). 

Asi, u = 3x, v = 3y, y todo vector no nulo del piano z se alarga en un 
vector que tiene el mismo argumento, pero tres veces su longitud, en el 
piano w. Como cualquier punto a + ib del piano w es la imagen del pun- 
to (a/3) + i(b/ 3) en el piano z, la funcion w = 3z es sobre. Ademas, la 
funcion es tambien uno a uno, ya que 3zj = 3z 2 solo cuando z, = z 2 . 


* A las funciones uno a uno se les llama frecuentemente inyecciones y a las funciones sobre se les denomina 
suryecciones. Una funcion que es tanto inyeccion coino suryeccion se llama biyeccion. 
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Ejemplo 3 

Describa el conjunto imagen de la funcion w = z 2 defmida en el disco 
Iz l< 2, y establezca si este mapeo es uno a uno. 

SOLUCION: Si escribimos cada punto del disco en su representation polar 

z - r( cos 0 + esen 0), 

donde 0< r = I z I < 2 y 0 < 0 < 27T, obtenemos 
vo = z 2 - r 2 (cos 20 + i sen 20). 

Por tanto, cada argumento se duplica, indicando que el disco Iz I < 2 se 
mapea sobre I w I < 4 y cada punto de 0 < I w I < 4 es imagen de dos 
puntos de 0 < I z I < 2. Por ejemplo, z = ±i ambos se mapean en w = 

—1. Por tanto, el mapeo no es uno a uno. (Vease Figura 1.19.) 


Im w 




piano z 


Figura 1.19. ei mapeo w = z 2 


Ejemplo 4 

Determine si la funcion 

z - 1 

w = —- 

z - 2 

es uno a uno, y establezca donde puede definirse la funcion. 

SOLUCION: Suponga que z t y z 2 producen el mismo valor de w: 

Zj - 1 _ z 2 - 1 _ 

Zi - 2 Z 2 - 2 

Si efectuamos los productos cruzados, tenemos 

ZjZ 2 - 2z, -z 2 + 2 = z,z 2 -z, - 2z 2 + 2. 
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Cancelemos terminos similares y unamos todos los que contienen z t en un 
lado y z 2 en el otro, para obtener z L = z 2 , lo cual implica que la fun- 
cion es uno a uno. 

La respuesta a la segunda pregunta depende de que valores de w va- 
mos a permitir. Si restringimos w al piano complejo C , entonces la fun- 
cion no esta defmida en z - 2, ya que el denominador se anula. No obs¬ 
tante, si permitimos que w tome todos los valores en el piano extendido 
9IZ, entonces la funcion se puede definir en DTI, con z — 2 mapeado en 
w - La imagen del punto en °° se obtiene al evaluar 


z —- 1 

w = - 

z - 2 



z 


cuando z tiende hacia °°. Asi, z = « se mapea en w = 1 (vease Ejerci- 
cio 26). 


Suponga que f esta definida en una region G, y a es un punto de G. En¬ 
tonces, el limite y la continuidad se definen de la misma manera que en el caso 
de variable real. 

DEFINICION 

Se dice que la funcion f(z) tiene limite A cuando z tiende hacia a, 

lim /(z) = A, 

z^a 

si para todo e > 0 existe un numero 6 > 0 tal que 

\f(z)-A\<e 

siempre que 0 < Iz — a I < 5. Ademas, la funcion /(z) es continua en a si y 
solo si 

lim f(z)=f (a) 

z 

(vease Figura 1.20). Una funcion continua es aquella que es continua en todos 
los puntos donde esta definida. 



FlGURA 1.20. Continuidad de /en 
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Geometricamente, la definicion de limite establece que cualquier e-ve- 
cindad de A contiene todos los valores que^toma en alguna 5-vecindad de a , 
excepto posiblemente el valor f(a). El siguiente ejemplo ilustrara el procedi - 
miento usual para determinar 5 con un e > 0. dado. 


1 


Ejemplo 5 

Pruebe que lim --- = 2. 

Z-+ 3 Z — 2 

SOLUCION: Con la expresion i f (z) — A I, simplificada, obtenemos 


2-1 2 


3 -z 

2-2 


CM 

1 

N 


pues suponemos que 0 < I z — 3 I < 5: donde 5 debe todavla expresarse 
en terminos de e. Si 5 < \, mediante la desigualdad del triangulo, tenemos 

1-2 — 21 = 1 1 — (3 — z)| > 1 — | 3 

de tal forma que 


z| > 1 - 6 >| 


z - 1 


z-2 


<2 5. 


Asl, dado cualquier numero pequeno e > 0, si elegimos 5 < min (y, 
y e), obtenemos 


2-1 

z-2 


< e. 


A1 igual que la definicion de limite de una funcion compleja de una va¬ 
riable compleja es id^ntica a la de una funcion real de una variable real, y 
puesto que los valores absolutos se comportan como en el caso real, -se aplican 
exactamente las mismas reglas de los Ilmites. La verification de las propiedades 
siguientes son analogos exactos de las pruebas usuales del calculo elemental. 


Reglas de limites 

• I : ■ >. 

Sean lim f(z) = A y lim ^(z) - B. 

z^-a z^a 

Entonces 

(i) Hm \f{z)±g{z)] =A ±B, 


z-»a 

(ii) lim f(z)g(z)=AB, 

z->a 

■ • '.j ;• • 


1 p 11' BpS p 

IHi ' *'■ 
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PRUEBA: Dado e > 0, existen un numero 5 j > 0 tal que I f(z) — A l<e, si 
I z - a I < 5!, y un numero 5 2 > 0 tal que I g(z) — B I < e, siempre que I z — 
a I < 5 2 • Sea iz — cl < 6, donde 6 = min (8 l , 5 2 ). Entonces, por la desi- 
gualdad del triangulo, 

![/(*)+*(*)] -(A+B) 1= I [f(z)-A] +[g(z)-B]\ 

< I f{z) - A 1+ I g(z) -B \<e + e=2e 


y 

>[/(*)-*(*)] ~(A-B)\= I [f(z)-A]+[B-g(z)] \ 

< |/( z ) — vl) t + \B -g(z)\<e + e = 2e 

Como e > 0 es arbitrario, se muestra que f{ z ) ± g( z ) puede estar arbitra- 
riamente cercano a A ± B eligiendo a z suficientemente cercano a a. Por tan- 
to, la regia (i) se cumple. Ademas 


I f(z)g(z) -AB I = I f(z)g(z) - f(z)B + f(z)B - AB \ 
= \f(z)[g(z)-B] + B [f (z) — A] I 
< \f(z)\\g(z)-B\+ \B\ I f(z)-A 


f(z) A 


f{z) f(z) + f(z) A 

g ( z ) B 


g(z) B B B 


f(z) ~g(~)] + f(z) - A 




Bg( z ) 


B 


B-g(z)\ + 


1 f(z)-A 
\B\ 


\B\ lg(z)l 
si 0 < e < \ I B I, tenemos 

ll?l= \B-g(z) +g(z)l <e + \g(z)\, 


de tal forma que 


\g(z)\> |5| -e>\ Ifll 


Por tanto, 

y 


\f(z)\= I f(z) -A+A\<\A\ + e. 
\f(z)g(z)-AB\<e (UI+ Ifll+e) 

(1*111 + i) 

g(z) B \B\ \ \\B\ ) ’ 


as! que podemos hacer f{z)g(z) y/(z) arbitrariamente cercanos a AB y A/B, 
respectivamente, con z suficientemente cercano a a. Esto comprueba las reglas 

(ii) y (iii)-■ 

Las reglas de los limites pueden usarse para probar que toda funcion poli- 
nomial en z 


f(z)=a n z n +a n _ l z n 1 


+ . . . + a l z + a 0 
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es continua en 6 . Note que la funcion identidad 

/(*) = * 

es claramente continua en cualquier punto si 8 = e. A1 aplicar la segunda 
regia de los limites repetidamente, vemos que f(z) = z n es continua para todo 
entero positivo n. Toda funcion constante f(z ) = c es trivialmente continua, ya 
que todas las e- vecindades de cualquier punto se mapean dentro de cualquier 
5-vecindad de c. Nuevamente, aplicando la segunda regia de los limites, ve¬ 
mos que f(z) = a n z n es continua. Finalmente, cuando usamos la primera regia 
de los limites repetidamente, vemos que todos los polinomios son continuos. 
Ciertamente, con la tercera regia de limites encontramos que todos los cocien- 
tes de polinomios 

a n z n + . . . + a x z + a 0 
b m z m + . . .+b x z + b 0 

son continuos en aquellos puntos en que el denominador no se anula. Median- 
te las reglas de los limites, se muestra que la suma f(z) + g(z) y el producto 
f(z)g(z) de dos funciones continuas son continuas, y que el cociente f(z)/g(z) se 
define y es continuo en todos los puntos donde g(z) no se anula. 


Ejemplo 6 

Determine si la funcion 




3, 


es continua. 


z^l 
z = 1 


SOLUCION: Claramente,/es continua en el conjunto z ^ 1, ya que el 
denominador es diferente de cero. Asi, el unico punto donde todavla ne- 
cesitamos verificar la continuidad es z = 1. Sin embargo, 



Z-* 1 Z — 1 


porque 


si z =£ 1. Pero, por defmicion, 


z -l 

-- = 2 + 1 , 

2 — 1 

/(1) = 3^2. Por tanto,/no es continua. 


Ejercicios 

Use la definicion e-8 de limite para verificar los Ejercicios 1-10. 
1. 11m 2 2 = 2 2. 11m iz - —1 

•Z->1 2->i 
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3. Km z + i = 0 

— I 

5. Km 2z — 3 = — 1 + 2 i 

z-* 1 +i 

z 2 — 4 

7. lim —— =4 
*-*• 2 z — 2 

z 3 — 1 

9. lim —-- = 3 

*-»• i z — 1 


4. Km z 2 + 1 “ 0 

Z-*J 

6. Km z 2 = 2z 


Z~» 1+1 


8. Km 


10. Km 

z-> 2 


Z 2 + 1 


= -2i 

i z + i 

z 2 — 3z + 2 


= 1 


z - 2 

Pruebe que las funciones en los Ejercicios 11-14 son continuas en C : 

ll.ui = Rez 12. iu = Imz 

13. w = z 14. w = Iz I 

Suponga que/(z) es una funcion continua en un dominio G. Pruebe que las funciones 
de los Ejercicios 15-18 son continuas en G. 

15. Re/(z) 16. Im/(z) 

17. \f(z)\ . _ 18. f(z) 

19. ,iEn que puntos la funcion 


m = 


i 


z 2 - 1 


3 

2 


z #±1 

z = ±l 


es continua? 


Demuestre que las funciones en los Ejercicios 20-23 son continuas para Z^O. ^Puede 
definirse la funcion como para hacerla continua en z = 0? 


20./(z) = 


22. f(z) 


z Re z 


(Re z) (Im z) 


2i. m 


23■/(.)- <ReZ)i ," (ImZ>a 


24. Veriflque que toda funcion de la forma 

- Z ~ a -4- U 

w -- . a b 


es un mapeo uno a uno del piano extendido 3E sobre si mismo. 

25. Compruebe que toda funcion de la forma 


az + b 


zv 


ad ¥= be 


cz + d 

es un mapeo uno a uno de 3TI sobre si mismo. 

26. La funcion f{z) tiene limite A cuando z tiende hacia co ; 

lim /(z) = A, 

si para todo e > 0 existe un numero 8 > 0 tal que 

\f(z)— zl I < e siempre que lzl>5. 



32 CAPITULO "1 • FUNCIONES ANALfTICAS 

Use esta definicion para probar que 



z — 2 


27. Suponga que los coeficientes del polinomio 

P(z) = a n z n + . . . + a x z + a 0 

satisfacen I a 0 I ^ la] 1+ I a 2 i + ■ . . + I a n I. Pruebe que P(z) no tiene raices en 
el disco unitario Iz l< 1. ( Sugerencia: Note que 

\P(z)\> la 0 I- [ la, I lzl+ . . .+ \a n I ! z l n ] .) 


1.5 CONDICIONES NECESARIAS PARA LA 
ANALITICIDAD 


La derivada de una funcion compleja de una variable compleja se define, 
exactamente, de la misma manera que el caso real del calculo elemental. 

Definicion 

La derivada f' de / en a esta dada por 

/'(„) = »„, /(“+*)-/(«) , 
h 

cuando el limite existe. Se dice que la funcion f es analitica (u holomorfa) en 
la region G si tiene derivada en cada punto de G, y se dice que/ es entera si es 
analitica en todo 6. 

Observe que, en la definicion anterior, h es un numero complejo, como 
tambien lo es el cociente [/ (a + h ) — f (a)] /h. Asi, para que exista la deriva¬ 
da, es necesario que ese cociente tienda a un numero complejo unico:/’(«) in- 
dependiente de la manera en que h tienda hacia cero. 



PRUEBA: lim f(a + h) = lim 

h~* 0 h~~*"0 


J(a + h) — f (a) 


• h+f(a) y ~f(a) 


Manipulaciones de la definicion de derivada llevan a las reglas usuales de 
derivacion: 


(f±g)'= f±g\ 
(fg)'= fg'+gf, 
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A'_ sf'-fg' 


0, 

{f{g{ z ))Y = f'{g{ z ))g'{ z )> Re g la de la cadena. 

Las pruebas son identicas a las de cualquier libro de texto de calculo ele¬ 
mental. Por ejemplo, 

(*)'(«) = ltm Ail '•M- IPlzIMM 
h->o h 


= lim 

h~* 0 

= lim 
h-* 0 


f(a + h)g (a + h)- f(a + h)g(a) + f{a + h)g(a) - /(a)g-(a) 

h 

/(« + *) • g< a+ *>-gM +g („) • AilUrAil 

/z /z 

= f(a)g'(a) + g(a) f (a). 

Los polinomios y las funciones racionales se derivan de la misma manera 
que en calculo elemental. Por ejemplo, sea :/(z ) = z n con n un entero positivo. 
Si usamos el teorema del binomio, tendremos 

/■(«)-Bn . B. O + kr-S 

h- M) h. h-* 0 /z 

_n —1 


= lim 
h-+ 0 


(z n + nz n ~ l h + . . . + h n ) — z n n . 
h 


En particular, todo polinomio 

P(z) = a 0 + a x z + a 2 z 2 + . . . + a n z n 
es entero, porque en cada punto z de C tiene derivada 


P'(z) = a i + 2 a 2 z + .. . + na„z n 1 . 

No obstante estas similitudes, hay una diferencia fundamental entre la deriva- 
cion para funciones de variables reales y la derivacion para funciones de una 
variable compleja. Sea z = ( x, y ), suponga que h es real y entonces 


/'M - ?m - V w . f, (z) . 


dx 


Pero entonces si h = ik es puramente imaginario, entonces 


m - r . i V w . _, 7 w . 

z« z ay 


Asi, la existencia de una derivada compleja obliga a la funcion a satisfacer la 
ecuacion diferencial parcial 
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Si f(z) = u(z) + iv(z), donde u y v son funciones reales de una variable 
compleja, y si igualamos las partes reales y las imaginarias de 

UX ^X fX ify t 1 y lUy y 

obtenemos las ecuaciones diferenciales de Cauchy-Riemann 

lift Vy f V x Uy • 

Hemos probado el teorema siguiente: 


TEOREMA: 

Si la funcion f(z) = u(z) + iv(z) tiene derivada en el punto z, las prime- 
ras derivadas parciales de u y v, con respecto a x y y, existen y satisfacen 
las ecuaciones de Cauchy-Riemann. 


Ejemplo 

Sea f(z) = z 2 = (x 2 — y 2 ) + 2xyi. Como / es entera, u = x 2 — y 2 y 
v - 2xy deben satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Observe 
que 

u x = 2x = v y y —u y = 2y = v x . 

Por otra parte, si :f(z) = \z\ 2 = x 2 + y 2 , entonces u = x 2 + y 2 ,v = Oy 
u x = 2x, u y = 2y, v x = 0 = v y , asi que f satisface las ecuaciones de 
Cauchy-Riemann solo en 0. Aun mas,/tiene derivada cuando z — 0 por- 
que 

\h I 2 

f'(0) = lxm -■ = lxm h= D. 

h-*- o h h-+o 


Ejercicios 

En los Ejercicios 1-4, pruebe que cada funcion satisface las ecuaciones de Cauchy- 
Riemann. 

1. f(z) - e x (cos y + i sen y) 

2. f(z) = cos x cosh y — i sen x senh y 

3. f(z) = sen x cosh y + i cos x senh y 

4. f(z) = e x ~ y (cos 2xy + i sen 2xy) 

Mediante las reglas para derivar, encuentre las derivadas (complejas) de las funciones 
senaladas en los Ejercicios 5-8. 

z 2 

5. f(z) = 18z 3 -+ 4z + 8 6. f(z) = (2 z 3 + l) 5 

4 
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7 ,f(z) = — --> z /= 1 8. f(z) = z 3 (z 2 + 1) 2 , z i= ±i 

z —l 

Sean fyg funciones anallticas definidas en la region G. Pruebe las reglas para derivar 
dadas en los Ejercicios 9 y 10. 

(/± *)' = /'**' 


10 . 



_ gf'-fg' 



con g(z ) # 0 para cualquier z en G 


11. Muestre que el cociente / > (z)/Q(z) de dos polinomios tiene derivada en todo 
punto z donde Q_(z) ^ 0. 

Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, pruebe que las funciones de los Ejerci¬ 
cios 12-15 no son derivables en todo C . 


12./(z)=z 13. f(z) = Re z 

14. f (z) = Im z 15. f (z) = Iz I 

Use las ecuaciones de Cauchy-Riemann y la definicion de derivada para determinar 
donde tienen derivada las funciones de los Ejercicios 16-19. 

16. f(z) = z 2 17. f(z) = (Re z) 2 

18./(z)=zRez 19. /(z)=zlmt 

20. Pruebe la regia de la cadena para la derivada [/(g(z))] ' = f'{g( z ))g'{ z )> su- 
poniendo que/ y g son enteras. 

21. Utilice la regia de la cadena para probar que una funcion entera de una funcion 
entera es entera. 

*22. Si todos los ceros de un polinomio P(z) tienen partes reales negativas, pruebe que 
lo mismo se cumple para todos los ceros de P (z)f (Sugerencia: Factorice P(z) y 
considere P’{z)jP[z).) 

23. Si u y v se expresan en terminos de las coordenadas polares (r, 6), muestre que 
las ecuaciones de Cauchy-Riemann pueden escribiree en la forma 

du 1 dv 1 du dv 

-->-= — — ; r ¥=0. 

dr r 30 r dd dr 


24. Pruebe que la funcion 

f(z) = r 5 (cos 50 + i sen 56) 

satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar para todo z /= 0. 


1.6 CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA ANALITICIDAD 


En este punto, uno se podria preguntar si las ecuaciones de Cauchy-Riemann 
son suficientes para garantizar la existencia de la derivada en un punto dado. 
El ejemplo siguiente, de D. Menchoff, muestra que no es asi. Sea 


r z s 


I Z I 

0 , 


z =£ 0, 


/(*) = 


z = 0. 
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Entonces 

que tiene valor 1 sobre el eje real y valor -1 sobre la llnea y = x. As! ,/no tiene 
derivada en z — 0; pero si se desarrolla la expresion para/ se tiene 

u(x, 0)=x, u(0, y) = 0 = v{x, 0), y(0,y) = y. 

Por lo que, 

U x ( 0, 0) = 1 = Vy (0, 0), -% (0, 0) = 0 = i>*(0, 0), 

y se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. 

Sin embargo, tenemos el siguiente teorema: 


teorema 

Sea f(z) = u(x, y) + iv(x, y), definida en alguna region G que contiene 
al punto Zq , y que tiene primeras derivadas parciales continuas, con res- 
pecto a x y y, que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z 0 . 
I Entonces f'{z 0 ) existe. 




PRUEBA:t Si :x =£ x 0 y y y 0 , el cociente de diferencias se puede escribir 
f ( z ) -f(z o) = u(x, y) - u{x 0 , y 0 ) + v(x,y) -v(x 0 ,y 0 ) 


z — z 0 
X — x 0 
z - z 0 

y -yo 


z — z f 


z — z c 


u{x, y) -u(x 0 , y) t;(x, y) - t>(x 0 , y) 


X — X( 


X — X( 


Z — Zn 


y -yo 


Z — Zc 


u(x 0 , y) -u(x 0 , yp) + v(x 0 , y) - v{x 0 , y 0 ) 

y-yo 

u x (x 0 + ti(x - x 0 ),y) +iv x (x 0 + t 2 {x - x 0 ),y) 


z-z 0 L y -yo 

X — Xq 


Uy(x 0 ,y 0 +t 3 (y -y 0 ))+iv y {x 0 ,y 0 + i 4 (y - yo))[ » 


donde 0 < 4 < 1, k = 1,2,3, 4, segun el teorema del valor medio del 
calculo diferencial. Este resultado tambien se cumple si x = x 0 o y =y 0 . 
Como las parciales son continuas en z 0 , podemos escribir 

fi z ) -fi z o) _ * -*o 


Z-Z o 


Z.— Z 0 

y -yo 

Z Zr\ 


[u x (z 0 ) +iv x (z 0 ) + ei] 
[u y (z 0 ) +iv y (z 0 ) + e 2 ], 


+ 
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donde , e 2 -*■ 0 cuando z->z 0 . Aplicando las ecuaciones de Cauchy- 
Riemann al ultimo termino, podemos combinar los terminos para obtener 


Mzlhs) = (Zo) + iVx (Zo) + («-«,,)e,+(y-y.)e» 

Z Z Q Z - Zq 


Como lx — x 0 I, Iy — y 0 I^ I z — z 0 \, la desigualdad del triangulo conduce a 


(x -x 0 )e 1 + (y - y Q )e 2 
z — z o 


< Ie! 1+ le 2 !->■ 0, 


cuando z -> z 0 . 


Por tanto, el ultimo termino tiende a cero cuando z tiende a z 0 asi que al to- 
mar el limite, tenemos 

f'{z 0 ) = lhn IQ—fQl =u x (z 0 ) + iv x (z 0 ) 

Z-*Z „ z — Z 0 

En particular, si las hipotesis del teorema se cumplen en todos los puntos de la 
region G, entonces f es analitica en G. I 


Ejemplo 1 

Muestre que la funcion 


f(z) - e x * yl (cos 2xy + i sen2xy) 

es enter a. 

SOLUCION: Debemos verificar que las primeras parciales de 

2 2 2 2 
u — e x ~ y cos 2xy y v — e x y sen 2xy 

son continuas y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todos los 
puntos de &. Claramente, 

u x = 2e x ~ y (x cos 2xy — y sen 2xy) = v y 


y 


2 2 

— u y = 2e x ~ y (y cos 2xy + x sen 2xy) = v x 
son funciones continuas en 6 asi que f(z) es enter a. 


Ejemplo 2 


Describa la region de analiticidad de la funcion 

= (* - i) -«y . 

(x — l ) 2 + y 2 


\ 
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SOLUCION: Las primeras parciales de u = Re/y v = Im / satisfacen 

_ y 2 - (x - l) 2 

[(x-l ) 2 +y 2 } 2 y 

y 

.. _ -2y(x-l) 


[(* -1) + y ] 


2 1 2 


= -V x . 


Estas funciones son continuas para todo z ¥= 1. Note que f(z) no esta de- 
finida en z = 1. Por tanto,/(z) es analitica para todo z ¥= 1. 


En el caso de variable real del calculo elemental, sabemos que cuando la deri- 
vada de una funcion es cero en algun intervalo, la funcion es constante en ese 
intervalo. Para variables complejas se obtiene un resultado semejante. 


Teorema de la derivada nula 

Sea f analitica en una region G y f'(z) = Oen todo z de G. Entonces f es 
constante en G. Se tiene la misma conclusion si Re/, Im /, I/I o arg/ 
es constante en G. 


PRUEBA: Como f'(z) - u x (z) + iv x (z), si la derivada se anula implica que 
u x = v y , v x = —u y son todas cero. Asi, u y v son constantes a lo largo de cual- 
quier recta paralela a los ejes coordenados y como G es conexo mediante un 
poligono (vease el teorema y las observaciones despues de su prueba en la Sec- 
cion 1.3), /= u + iv es constante en G. 

Si u (o v) es constante v x = — u y = 0 = u x = v y , lo cual implica que 
f'(z) = u x (z) + iv x (z) = 0 y/ es constante. 

Si I/I es constante, tambien 1/ | 2 = u 2 + v 2 ,lo es; esto implica que 

uu x + vv x =0, uu y + vv y = vu x — uv x - 0. 

Resolviendo estas dos ecuaciones para u x , v x , tenemos u x = v x = 0 a menos 
que el determinante u 2 + v 2 se anule. Como I/I 2 = u 2 + v 2 es constante, si 
u 2 + v 2 = 0 en un punto, entonces es constantemente cero, y/se anula iden- 
ticamente. De otra manera, las derivadas se anulan y/ es constante. 

Si arg/= c,/(G) estara contenida en la recta 

v = (tan c) * u, 

a menos que u = 0, en cuyo caso terminamos. Pero (1 - i tan c)f es analitica y 
Im(l — i tan c) f= v — (tan c)u = 0, 
lo que implica que (1 - i tan c)f es constante. Asi,/lo es tambien. ■ 
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ejercicios 

Pruebe que las funciones en los Ejercicios 1-5 son enteras. 

1. f{z) = e x (cos y + i seny) 

2. /(z) = cos x cosh y — i senX senh y 

3. f(z) = sen x cosh y +i cos x senh y 

4. /(z) = (x 3 — 3xy 2 ) + i (3x 2 y — y 3 ) 

5. f(z) = sen(x 2 — y 2 )cosh(2xy) + i cos(x 2 — y 2 )senh(2xy) 

En los Ejercicios 6-8, diga si las funciones son analiticas. 

6 ./W--S- '- 2 - 


x 2 + y 2 

?• f{ z ) = sen (-J-— 2 
\x 2 + y 2 


x 2 + y 2 
cosh 


x 2 + y 2 


■ l cos 


x 2 + y 2 


senh 


x 2 + y 2 


8. f(z) - j log(x 2 + y 2 ) + i arc tan — 

x 

9. Muestre que, en z = 0, la funcion 



z=h 0 , 

z = 0. 


satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, pero no tiene derivada en ese punto. 

10. Muestre que la funcion 


z ¥= 0, 
z = 0, 

satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z = 0, pero no tiene derivada en 
ese punto. 

11. si f(z) = u + iv y / = u - zb son analiticas, pruebe que/ es constante. 

12. Sea f(z) = u + ive ntera, y suponga que u • ves constante. Pruebe que/es cons¬ 
tante. 

13.51 f(z) = u + iv es entera y v = U 2 , muestre que/ es constante. 

14.51 f= u + ive s entera y u 2 = v 1 pruebe que/ es constante. 

15.Suponga que la funcion analitica/definida en la region G, toma valores reales. 
Pruebe que/es constante en G. 

16.Sean f(z) = z 3 , z x = 1, z 2 = i. Pruebe que no existe un punto z 0 sobre el 
segmento de recta que une a z, y z 2 tal que 

f( z 2 ) -f{ Z l)=f'(Zo) ( z 2 -*l). 

Esto demuestra que el teorema del valor medio para funciones reales no se ex- 
tiende a las funciones complejas. 

17.51 z — x + ty , muestre que no existe una funcion entera cuya derivada sea la 
funcion /(z) = x 
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17 Exponencial compleja _ 

Hemos visto en la Seccion 1.4 que los polinomios y las funciones racionales en 
una variable real producen funciones analiticas cuando la variable real se 
reemplaza porz. Esto de ninguna manera es un ejemplo aislado. De hecho, to- 
das las funciones elementales del calculo, tales como exponenciales, logaritmos 
y funciones trigonometricas, dan lugar a funciones analiticas cuando se extien- 
den apropiadamente al piano complejo. En las siguientes tres secciones, defini- 
remos las extensiones de estas funciones elementales e indicaremos algunas de 
sus propiedades. 

Empecemos con la exponencial e x . Deseamos definir una funcion 
f(z) = e* que sea analitica y que coincida con la funcion exponencial real 
cuando z sea real. Recordando que la exponencial real se determina por la 
ecuacion diferencial 

/'(*)=/(*), /(°) = i> 

nos preguntamos si existe una solucion analitica de la ecuacion 

/'(*)=/(*). /(0) = 1- 

Si tal solucion existe, necesariamente debera coincidir con e x cuando z - x, 
pues solo asi satisfara la ecuacion que la determina sobre el eje real. De la defi- 
nicion de /', tenemos 

u x +iv x =u + iv, w(0) = l, u(0) = 0. 

Como u x = u, v x = v, al separar variables, tenemos 

u{x,y)=p{y)e x , v(x, y) = q(y)e x , 

con p (0) = 1, q (0) = 0 por las condiciones iniciales. Derivemos estas dos 
ecuaciones con respecto a y apliquemos las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 
para obtener 

p'(y)e x = u y = -v x = - q(y)e x , q'{y)e x = v y = u x =p(y)e x . 

Por tanto, p' = — q, q' ~p, asi que 

n i n _ t _ . 

q-p q, p --q --p, 

y p, q son soluciones de la ecuacion diferencial real (p"(y) + < fi(y) ~ 0- Todas las 
soluciones de esta ecuacion son de la forma A cos y + B sen y , con Ay B cons- 
tantes. Como gr'(0) = p(0) = 1, p'{ 0) = -^(0) = 0, debemos tener p(y) = 
cos y , q(y) = sen y. Por tanto, obtenemos la funcion 

f(z) = e x cos y + ie x sen y = (cos y + i seny), 

que coincide con e x cuando z - x y es analitica, puesto que su construccion 
automaticamente garantiza que las parciales son continuas y satisfacen las 
ecuaciones de Cauchy-Riemann. 


M • EXPONENCIAL COMPLEJA 


A\ 


definicion 

La exponencial compleja dada por 

e? = e x (cos y + i seny) 

es una funcion entera con valor diferente de cero que satisface la ecuacion dife- 
rencial 

/(o) = 1. 

Que e 2 =£ 0 se sigue de que ni e* ni cos y + i sen y se anulan. Ademas, 
observe que como z = x + iy , la notacion conduce a 

= cos y + i seny, I I = 1. 


Asi, la representacion polar de un numero complejo se transforma (vease Sec- 
ci6n 1.2) en 

z= \z\e u ^ z . 


Si z 1 = X] 

i + iy i y 

*2 ; 

= x 2 + iy 2 , entonces las formulas trigonometricas 

para las sumas 

implican que 



% 

to 

11 

X 

e x1 

(cos y, 

+ i seny,) (cos y 2 + i seny 2 ) 


= e*< 

+X 2 

[(cosy, 

cos y 2 — seny, seny 2 ) + 




z(seny, 

cosy 2 +cosy, seny 2 )] 


= e*< 

+ X 2 

[cos(y, 

+ y 2 ) + zsen(y, +y 2 )] 


= <?*. 

+ X 2 

edvi+Xi 

) . 

Ya que 





Se sigue que 


e 2 ' 

- z j = 

e 2 ' — z * 

g 2 ' -z,+z J _ e z l , 



= e z '/e 2 *. 


Si usamos repetidamente la formula para la suma de exponentes, obtenemos 
e" 2 = (e 2 ) n . Esta identidad proporciona una prueba rapida del teorema de De 
Moivre cuando z = e l6 : 


(cos 6 + i send )” = ( e te )" = e m6 = cos nd + i sen nd, 
para n = 0, ±1, ±2, .... 

Con esta version del teorema de De Moivre, tenemos 

(1 -i) 23 = (v^e- 7 ”'/ 4 ) 23 = 2 23 ^ e“ 23,r! ' /4 
= 2 23/2 e ni/ * = 2 n (y/7 e m/4 ) 

= 2 n (1+0- 

La exponencial compleja jugara un papel esencial en las aplicaciones. Con el 
fin de entender completamente la exponencial compleja, necesitamos estudiar 
sus propiedades como mapeo. Para visualizar el mapeo 

w = e 2 = e x (cos y + 1 seny), 
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FlGURA 1.21 . La exponencial 


observemos que la franja infinita —n < y < n se mapea en 6 — {0}: los pun- 
tos sobre el segmento de recta x = 0, —n < y < 7rse mapean de manera uno a 
uno en el drculo I w I = 1, las rectas verticales a la izquierda del eje imaginario 
se mapean en drculos de radio r < 1, las rectas verticales a la derecha del eje 
imaginario sobre drculos de radio r > 1, la mitad izquierda de la franja en la 
Figura 1.21 se mapea en 0 < I w I < 1, y la mitad derecha va a I w I > 1. Obser¬ 
ve que e 2 tiene periodo 2m, porque 

gZ+ 2 iri = gX+Vn+yy = g* [cos(2tt + y) + i sen ( 27 T + y)]=e z , 

asi que los valores complejos e 2 y e 2+2ntk , con k entero, son identicos. Por tan- 

to, cada franja infinita —ir<y— 2nk < n, k = 0, ±1, ±2.tambien se 

mapea en 6 — {0} , y el mapeo e 2 : 6 -*■ G — {0} manda un numero infinito de 
puntos de G al mismo punto en G — {0} . Este es un resultado indeseable, en 
vista de que no permite la discusion de una funcion inversa, excepto sobre cada 
una de las franjas infinitas descritas anteriormente. La funcion inversa es ver- 
daderamente importante, porque la inversa de la exponencial real es el logarit- 
mo. Para eliminar esta dificultad, imagine que el contradominio del mapeo 
consiste en un numero infinito de copias de G — {o} apiladas en capas unas 
sobre otras, cada una cortada a lo largo del eje real negativo con el borde supe¬ 
rior de una capa “pegada” al borde inferior de la capa superior, produciendo 
un conjunto <R que asemeja una rampa infinita en espiral (vease Figura 1.22). 
El conjunto <R difiere de G — |0j en que cada punto de <R queda determina- 
do univocamente en coordenadas polares, mientras que los puntos de C — {o} 
no se pueden determinar en la misma forma, porque el argumento es multiva- 
luado. Si utilizamos a (R como el contradominio de la funcion e 2 y medimos 
distancias cortas en <R de la manera obvia, observamos que e 2 mapea a Q con- 
tinuamente en fi y que el mapeo es uno a uno. Asi, e 2 : G -*■ <R tiene inversa, 
la cual estudiaremos en la Seccion 1.9. La analiticidad de e 2 no se afecta al ha- 
cer este cambio de contradominio, porque 
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FlGURA 1.22. La superficie de Riemann d &w = e l 

y la cantidad entre parentesis tiende a e° cuando h -> 0, si e h pertenece a la 
misma capa de (R que e° . De manera alternativa, si Im z # ( 2k + 1 )7T y h es 
pequeno, zy z + h perteneceran a la misma franja, de tal forma que ^y e*™ 
se encuentren en la misma copia de 6 — {0}. 

El conjunto (R se llama superficie de Riemann; las lmeas de corte en 
cada copia de 6 — {o} cortes de ramificacion; los extremos de los cortes de 
ramificacion 0, °° puntos de ramificacion; y cada copia de 6 — {0} se llama 
rama de (R. 


EJERCICIOS 

En los Ejercicios 1-7, exprese cada numero en la forma x + iy. 


\.e in 

2. e( 1 + rr *')/2 

3. «"* + (*'/ 4 ) 

4. e (- 1+7rl ')/ 4 

5. e 3iir / 2 

6. e~™! 2 

7. e lni ' 2 . 



En los Ejercicios 8-10, encuentre todos los numeros complejos z que satisfacen las con- 
diciones dadas. 


8. e 2z =-l 9. e k = 2 10.c fe =-l 

11. Obtenga todos los valores de e mk / 2 , con k entero 

12. Muestre que (e*) = e*. 

En los Ejercicios 13-20, utilice el teorema de De Moivre y calcule cada numero 


13. (1 +*) 29 
15. (-1 - 0 36 
17. (v/3 + i‘) 1S 
19. (1 —-y/3z') 14 


14. (-1 +») 17 
16. (2 + 2f) 12 

18. (-V$ + o 13 
/ 1 1 
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En los Ejercicios 21-24, encuentre las sumas mediante el teorema de De Moivre. 


21. 1 + cos x + cos 2x + . . . + cos nx 

22. cos x + cos 3x + cos 5x + . . . + cos(2n — l)x 
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23. senx + sen 2x + sen 3x + . . . + sen nx 

24. senx + sen 3x + sen5x + . . . + sen(2n — l)x 

25. Si f(z) es entera, muestre que es entera y encuentre su derivada. 

26. Pruebe que s 1 es la unica solution analitica de la ecuacion diferencial compleja 

(jCual es la imagen del conjunto {z: lx I < 1, \y I < l}bajo los mapeos dados en los 
Ejercicios 27 y 28? 

27. w = e nz 28. w = e nz ! 2 

29. Encuentre una funcion analitica que mapee {z :0 < x < 1, 0 < y < 1} de ma- 
nera uno a uno y dentro de 1 < | zu| <C e 2n . 


1.8 Las funciones trigonometricas e hiperbolicas 

COMPLEJAS 


La exponencial compleja puede utilizarse para definir las funciones trigono¬ 
metricas complejas. Como e** = cos y + i sen y y = cos y — i sen y, en- 
,onces 

cos y - - , sen y - -- 

2 2 * 

Extendemos estas defmiciones a los pianos complejos como sigue: 


Definicion 


+ e~ u 


cos z = 


sen z = 


2 2 * 

Estas funciones son enteras, pues son sumas de funciones enteras y satisfacen 


(cosz)' = 


ie K - ie~ u e* - e~ u 


2 * 


= —senz, 


(senz) 


, ie u + ie u e a + e~ 


2 i 


cos z. 


Las otras cuatro funciones trigonometricas, definidas en terminos de las fun¬ 
ciones seno y coseno por medio de las relaciones usuales 


tan z = 


secz = — 


sen z 

- 9 

COS z 

1 


cot z = 


cos z 


CSC z = 


cos z 
sen z 

1 


senz 
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son analiticas, excepto donde se anulan sus denominadores, y satisfacen las 
reglas normales de derivacion (vease Ejercicio 22) 

(tana)' = sec 2 z, (secz)' = secz tan z, 

(cotz)' = —esc 2 z, (cscz)' = —cscz cotz. 

Todas las identidades trigonometricas usuales son validas en variables comple- 
jas, y sus demostraciones dependen de las propiedades de la exponencial. Por 
ejemplo, 

cos 2 z +sen 2 z = | [{e k + e~ iz f - {e* - e - lz ) 2 \ = 1, 

y 

cosz! cosz 2 — senzj senz 2 

e h ' + e~ iz ' e + e~ iz ' 1 e lz > — e~ Ul e !2j — e~ u *, 

2 2 2 i 2i 

2e h 'e^ +2e~ iz 'e- iz ' 

= ---- - - =cos(z, +Z 2 ). 

4 

De la definicion de cos z, tenemos 

e -y + ix + e y~ ix 

cos z = cos(x + iy) = -~ 

= \e~ y (cos x + i senx) + \e y (cos x - i senx) 





sen*. 


Asi, 


cos z = cos x cosh y — i sen x senh y. 
De manera semejante encontramos 

senz = senx cosh y + i cos x senhy. 


TEOREMA 

Los ceros reales de sen z y cos z son sus unicos ceros. 


PRUEBA: Si sen z = 0, la ultima ecuacion muestra que debemos tener 
senx cosh y = 0, cos x senh y = 0. 

Pero cosh y > 1, lo cual implica que el primer termino se anula solamente 
cuando sen x = 0, esto es, x = 0, ±it,±2ir, . . .Sin embargo, para estos valores 
cos x no se anula. Por tanto, debemos tener senh y - 0, sea y - 0. Asi, 
sen z = 0 implica z = nir, 


con n entero. 
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Esta aseveracion tambien se aplica a tan z, y de igual forma encontramos que 
cos z = 0 implica z = (n + con n entero. ■ 

Las funciones hiperbolicas complejas se definen al extender las defini- 
ciones reales al piano complejo. 


Definicion 


senh z = 



, e 2 + e z 

cosh z = -- 

2 


Nuevamente, todas las identidades y reglas usuales de derivacion se aplican a las 
funciones hiperbolicas complejas (vease Ejercicios 23-30). Note, ademas, que 


senh iz = 


— e 


i senz 


cosh iz = ———— = cos z. 

2 

Asi, las funciones hiperbolicas complejas estan mtimamente relacionadas con 
las funciones trigonometricas complejas, ya que al multiplicar por i, simple- 
mente se rota todo vector en 6 por 90°, en sentido contrario a la direccion que 
llevan las manecillas del reloj. Por tanto, los ceros de senh z y cosh z son ima- 
ginarios puros. 


Ejercicios 

En los Ejercicios 1-8, exprese cada numero en la forma x + iy. 

1 • sen i 2. cos (-i) 

3. cosh (1 + i) 4. senh ni 

5. cos (1 + i) 6. tan 2 i 

7. senh (1 + m) 8. cosh (7t//4) 

En los Ejercicios 9-12, encuentre todos los numeros complejos z que cumplan las con- 
diciones dadas. 


JL cos z - senz 10. cos z = —i senz 

cosh z = 2 12. cosh z = i 

1_3. ,;Existen puntos z donde senh z = cosh z? 

14. Muestre que sen z = sen z. 

15 . Pruebe que cos z = cos z. 

En los Ejercicios 16-21, pruebe las identidades. 


v!6-sen(Z| ± z 2 ) - sen z 1 cos z 2 ±cosZ j senz 2 
/XL. cos(z, —z 2 ) — cos z j cosz 2 +senZ] senz 2 
18. sen(-z) = —senz, cos(— z) = cos z 

^ia^sen 2z = 2 senz cos z, ‘"cos_2z = cos 2 z -sen" 


tan 2z 


— 2 tan z 



1 — tan 2 z 
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20. I sen z I 2 = sen 2 x + senh 2 y 
21.1 cos z I 2 = cos 2 x + senh 2 y 

22. Pruebe que las reglas de derivacion para las funciones tan z, cot z, sec z y esc z 
son validas como se ha establecido. 

En los Ejercicios 23-27, pruebe las identidades. 

23. cosh 2 z — senh 2 z = 1, dx5sh(— z) = cosh z, s&flT(^z) = —senhz 
I 24. senh(zj + 2 2 ) = senh z , cosh z 2 + cosh z x senhz 2 

l_^5u cosh(zi + z 2 ) = coshz, cosh z 2 + senhz! senhz 2 
26. i senh z = sen iz, cosh z = cos iz, i tanh z = tan iz 
TL I senh z\ 2 = senh 2 x + sen 2 y, I cosh z I 2 = senh 2 x + cos 2 y 

Pruebe las reglas de derivacion dadas eh los Ejercicios 28-30. 

28. (senh z)' = cosh z, (cosh z)' = senhz 

29. (tanh.z)' - sech 2 z, (coth z)' = -csch 2 z 

30. (sech z)' = — scch z tanh z, (csch z)' = —csch z coth z 

31. Encuentre todos los ceros de senh z y cosh z. 

32. Verifique que e z = cosh z + senhz. 

33. Verifique que e 12 = cos z + i senz. 

Muestre que la funcion w = sen z mapea cada una de las franjas en los Ejercicios 34-36 
en el conjunto dado, indicando que les sucede a los segmentos de recta horizontales y 
verticales bajo la transformacion 

w = sen z = sen x cosh y + i cos x senh y. 

34. La franja Ix I< TT/2 en C — (z: y - 0, lx l> l} 

35. La franja semiinfinita lx \<ir/2,y>0 en el semipiano superior. 

36. La franja semiinfinita 0 < x < n/2, y > 0 en el primer cuadrante. 

37. Describa la funcion w = cos z, al considerar el mapeo de segmentos de recta ver¬ 
ticales y horizontales bajo la transformacion. 

w - cos z = cos x cosh y — i sen x senh y. 


1.9 LAS FUNCIONES LOGARITMO COMPLEJO Y POTENCIA 
COMPLEJA 


Como e? : G -*■ (R es uno a uno, con (R como la superficie de Riemann defi- 
nida en la Seccion 1.7, podemos definir su funcion inversa que mapea (R en 
C . Imitando el caso real, llamamos a este mapeo inverso logaritmo y lo deno- 
tamos por 

log z : (R -» C . 5 

Como la exponencial compleja y el logaritmo son funciones inversas, se tiene 
que 

log e 2 = z, para todo z en C, 


y 


e l°gz = z> para todo z en (R. 
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FUNCIONES ANAUTICAS 


La unica tarea pendiente es obtener una expresion para log z en terminos de 
funciones conocidas. Una complicacion se presenta cuando el logaritmo se de¬ 
fine en la superficie de Riemann <R, ilustrada en la Figura 1.22. Como <R con- 
siste en un numero infinito de copias de <2 — { 0 } apiladas hasta parecer una 
rampa infinita en espiral, debemos encontrar una forma para identificar los 
puntos de cada rama de la superficie de Riemann. Es en este punto donde una 
complicacion anterior se convierte en ventaja: aunque el argumento arg z es 
multivaluado en 6 - {0}, es univaluado en <R. As!, podemos distinguir entre 
diferentes ramas de (R si utilizamos la representacion polar z = \z le !argz para 
cada z en (R. La representacion polar y la naturaleza inversa de las funciones 
logaritmo y exponencial proporcionan una definicion natural para el logarit¬ 
mo complejo: 

log z = log( Iz \e iaTgz ) = log(e log lz,+ i arg *) 

= log I z I + i arg z, 

donde log Iz I es el logaritmo natural del calculo elemental. 

Para completar la descripcion de la superficie de Riemann (R definimos las 
e-vecindades para los puntos en (R. Si z pertenece a una rama de (R y Iz I > e, 
entonces el conjunto de todos los puntos sobre esa rama cuya distancia desde 
z es menor que e constituye una e-vecindad de z. Este concepto es importante 
porque los limites se definen en terminos de e-vecindades. A1 definir una 
e-vecindad en una superficie de Riemann, podemos extender las nociones 
de continuidad, derivabilidad y analiticidad de una funcion definida en esa 
superficie, ya que estas nociones dependen solo del comportamiento local 
de la funcion. Esto es, la continuidad en z depende unicamente de la dife- 
rencia /(z) — f(w) para cualquier w en cualquier e-vecindad de z, mien- 
tras que la derivada en z depende unicamente del cociente de las diferencias 
[ f(z ) — f(w)] /(z — w). Con estos conceptos, no es dificil verificar que log z 
es continua ya que 

log z — log w = log I z I + i arg z — log \w I — i arg w 

= [log I z I — log 1 zaj I] + i [arg z — arg w], 
y el logaritmo natural y la funcion argumento son continuas. 



PRUEBA Como u = log Iz I = -2 log(% 2 + y 2 ), v = arg z = tan 1 y/x + nn 
x y — y x 


u x = 


X 2 + y 


2 ’ u y 


x 2 + y 2 x x 2 


T’ v y 


x 2 +y 2 


las ecuaciones de Cauchy-Riemann se cumplen y las derivadas parciales son to- 
das continuas en (R. Porque la analiticidad es una propiedad local, y porque la 
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prueba del teorema sobre condiciones suficientes para la analiticidad, de la 
Seccion 1.6, se basa en argumentos locales, log z es analitica en IR. ■ 

El logaritmo complejo tiene las propiedades usuales de un logaritmo: 

logz,z 2 = logz, + logz 2 , 

log — =logz, — logz 2 .- 
*2 

Note que en estas dos identidades suponemos que z, y z 2 son puntos de la su- 
perficie de Riemann (R. Como 

z = e logz 

para cualquier z en (R, aplicamos la regia de la cadena para la derivation para 
obtener 

1 = e logz (logz)' 
o 

(log z)'= 1/z, parazen(R. 

As!, la formula usual de la derivada se cumple en (R. 

De la misma manera que definimos el valor principal Arg z del argumen- 
to arg z, podemos extender este concepto al logaritmo. A1 visualizar al logarit¬ 
mo como el mapeo inverso de la exponencial, llamamos a la rama de (R cortada 
a lo largo del eje real negativo, que se mapea en la franja semiinfinita —7r<y < 
7T, rama principal del logaritmo (vease Figura 1.23). Denotamos log z cuando 
se restringe la rama principal, por 

Log z = log I z I + z Arg z, 

y llamamos a este valor principal de log z. 

Note que el valor principal log z se define solo en aquella rama de (R para la 
cual Arg z existe. Debe tenerse cuidado cuando se trabaje con la rama princi- 



FlGURA 1.23. Rama principal de fl 
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pal del logaritmo Log z, ya que las propiedades usuales de los logaritmos 
pueden no cumplirse. Por ejemplo, 

Log i = log \i I + i Arg i = z tt/2 , 

Log (—1 + z) = log I —1 + i 1 + i Arg (—1 + i) 

i m- ■ 

= log s/2 + i — . 

4 

pero 

Log [z(-l + 0] = Log(—1 - i) 

= log 1—1 — z I + i Arg (—1 — i) 

37r 

= \ogy/Z-l — . 

as! que 

Log [z(—1 + z)] ¥= Log i + Log(—1 + z). 

Por el contrario, las dos expresiones difieren por un multiplo de 27rz’. (,;Por 
que?) 

Las funciones logaritmo y exponencial complejas se pueden usar para de- 
finir las funciones potencia. 

Definicion 

z a = e alogz , a complejo ^0, z # 0. 

La funcion z a : (R -*■ (R es analltica y uno a uno porque es la composicion de 
funciones de esos tipos. Por la regia de la cadena, 

(z a )' = e alogz ’ - - az a ~ l . 
z 

El valor principal de la funcion potencia esta dado por 

z a = _ 

A menudo estamos interesados en el caso donde a - m/n > 0, m, n en- 
teros positivos son factores comunes. Considere ahora el conjunto de numeros 
gL°g( z ) + 2nki, = Q, +^+2 j . . esto es, aquellos puntos en (R situados di- 

rectamente “arriba” y “abajo” del punto e Logz . Entonces ( e Log< - z ) + 2nkiyn/n _ 
e (m/n)ho S z e (m/n)2^ki y si esC ribimos k = pn + q con p y q enteros, 0 < q < n, 
tenemos 

g(m/n)2-nki — g2npmig2niqm/n _ g2mqm/n 

de tal forma que hay unicamente n respuestas con valores complejos diferen- 
tes. Asi, el mapeo z m l n : (R (R conduce a cada n copias de C — {o} a una 
copia de G — {0} y se repite a partir de ahi. Este hecho permite simplificar el 
modelo usado para describir el mapeo w = z m l n . Para simplificar, suponga 
que m = 1. Entonces 



1.9 • LAS FUNCIONES LOGARITMO COMPLEJO Y POTENCIA COMPLEJA 


51 


w = z 1/n = e 2 ™^, q = 0,l,...,n-l, 

puede visualizarse como un mapeo de [ C — Mi* en [ C — { 0 } ], donde 
[ Q— { 0 }]" consiste en n copias de & _ { 0 } “pegadas” una despues de otra a 
lo largo del eje real negativo, como en (R, excepto que el borde superior de la 
rama de arriba se “pega” al borde inferior de la rama de abajo. 


Ejemplo 1 

Describa la superficie de Riemann modificada de la funcion 

W = y/I. 

SOLUCION: De la discusion anterior, la funcion mapea [ e _{o}] 2 en 
[e - { 0 }] , como se ilustra en la Figura 1.24. Podemos observar que la 
rama de arriba esta mapeada en la mitad derecha del piano, y la rama de 
abajo esta mapeada en la mitad izquierda del piano. 



0 


e-(0) 

FlGURA 1.24. La superficie de Riemann para w = z' A 
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El mapeo z m = [ 6 — -J 0} ] -> [ G — {0 }] m es el inverso del mapeo z 1/m . 
Por tanto, la funcion compuesta 

(z 1 /n ) m =z m > n -. [e - {o} ] n -+ [.e ~ {o}] m 

es analitica y uno a uno en las superficies modificadas de Riemann, descritas 
anteriormente. 

El logaritmo tambien se puede usar para definir las funciones trigono- 
metricas inversas. 


Ejemplo 2 

Muestre que 

sen - 1 z = —i log [ iz + (1 — z 1 )4] . 

SOLUCION: La funcion w = sen 1 z revierte la accion del mapeo 

e iw _ e -iw 

z = sen w =-- 

21 

Si multiplicamos ambos extremos de esta ecuacion por 2ie lw , tenemos 

e 2iw - 2 ize* w -1 = 0. 

Cuando utilizamos la formula cuadratica en la solucion de e iW , obtenemos 

e iw =iz + (l -z 2 )\, 

donde la raiz cuadrada mapea [ Q — {o} ] 2 en [ 6 — {o} ] (o es bivaluada 
en G). El resultado se sigue ahora al tomar logaritmos de ambos lados. 


Las identidades y reglas usuales para la derivacion de funciones trigono- 
metricas e hiperbolicas inversas tambien se aplican aqui. De hecho, la mayoria 
de las funciones matematicas que surgen en problemas de fisica e ingenieria 
son ana li tic as. Asi, el concepto de analiticidad se aplica a una clase, grande y 
util, de funciones. 

Ejercicios 

En los Ejercicios 1-6, encuentre todos los valores de las expresiones dadas. 

. L log i 2. log (1+j) 

3-ifig(-l) 4.1* 

6 . (1 + 2 ) 1+ * 

En los Ejercicios 7-10, encuentre los valores principales de las expresiones dadas. 

.XJogi. 8. log( 1 + i) 

AiU io. (l + 0 1+ ‘ 
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II. i Para que valores complejos de a, puede extenderse continuamente la funcion z\ 
en z = 0? (iCuando es entera la funcion resultante? 

12. Pruebe que log z es la unica solution analltica de la eeuacion diferencial 

f(z)=-> m = o, 

z 

en el disco I z — 1 I < 1. 

13. Muestre que logz, + logz 2 = Iogz,z 2 . 

z i 

14. Verifique que log z x — log z 2 = log — • 

*2 

15. Compruebe que z a z b = z a+b . 

z a ' 

16. Muestre que —^ = z a 0 . 

17. Confirme que Log(—1 — i) — Log i =£ Log ^—---^ - 

18. Exprese que Log (z 3 ) 3 Log i. 

19. Pruebe que log z a - a log z, complejo =£ 0, z =£ 0. 

20. (iEs 1, elevado a cualquier potencia, simpre igual a 1? 

21. Demuestre que cos -1 z = — i log [z + (z 2 — 1)^ ]. 

1 /1 z\ 

22. Corrobore que tan -1 z = — log I- ) > z ¥= ±i. 

2 \i-zj 

'^SJEruebe que cot -1 z = — log (- r , z ¥= ±i. 

2 \z + i / 

24. Muestre que sehn -1 z = log [z + (z 2 + 1)^ ]. 
erifique que cosh -1 z = log [z + (z 2 — 1)7 ]. 


26. Compruebe que tanh 1 z = \ log 


, z ^ ±1. 


,,,,,2 ; 7.-Pruebe que (sen 1 z) , = (l—z 2 ) z ¥= ±1. 

28. Confirme que (cos -1 z)' = — (1 — z 2 ) -T , £=£±1. 

29. Pruebe que (tan -1 z)' = —-— , z ¥= ±z. 

1 + z 2 

30. Exprese que (senh -1 z)' = (1 + z 2 ) - 7 ? z =£ ±i. 

31. Confirme que (cosh -1 z)’ = (z 2 — I) -- *, z =£ ±1. 

32. Muestre que (tanh -1 z)' = —-— , z ¥= ±1. 

1 — z 2 

33. Encuentre la falla en el argumento siguiente: 

* = (—!) 1/2 = [(-l) 3 ] 1/2 = (-1) 3/2 =i 3 =-i. 


1.10 Aplicaciones en Optica (opcionai) 


Uno de los modelos que se han sugerido para interpretar las propiedades empi¬ 
ric as de la luz supone que cierta fuente luminosa crea una perturbation que 
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produce ondas esfericas en determinado medio homogeneo. Este modelo es 
analogo al siempre creciente circulo de olas que ocurre cuando la superficie 
de un volumen de agua se perturba. El analisis matematico de este modelo 
(usando las ecuaciones de James Maxwell de electromagnetismo) conduce a la 
ecuacion de onda unidimensional 

d 2 E = J_ 9 2 £ 
dx 1 c 2 dt 2 

donde E es la perturbacion optica, x es la direction de propagacion de la onda, 
c es la velocidad de propagacion de la luz, y t es el tiempo (vease Ejercicio 4). 
Es facil probar que cualquier funcion de la forma E = f(ct — x) es solution de 
la ecuacion de onda, ya que 

TT - — [-/ (Ct - *)] - / (Ct - X) 

OX ox 


_ 9 , 2 rn, , , 

- — [cf{ct-x)] =C 2 f ( Ct-X ) 


La observacion de efectos de interferencia, que ocurren cuando dos rayos de 
luz de una fuente eomun llegan al mismo punto a traves de diferentes caminos, 
sugiere que la perturbacion optica consiste en una suma de funciones casi sinu- 
soidales. Esto es, E puede muy bien aproximarse por una suma de ondas 
sinusoidales de la forma 


A cos 


to 



donde A es la amplitud, oj/2tt es la frecuencia, y a= <j) — c ox/c es el corri- 
miento de fase de la onda. 

Podemos facilmente sumar ondas sinusoidales de la misma frecuencia si 
utilizamos la exponencial compleja: 


A i cos (c ot + ct,) + ... + A n cos (cof + ) 

= Re |>4 > + . . . + ^ n c j ' (ajt+0i ” ) ] 

= Re Ae l ^ U}t+a ' > = A cos (tof + a), 


donde obtenemos 

A y e ici * + . . . + A n e iQ n = Ae ia 

graficamente, cuando usamos la ley del paralelogramo de la suma vectorial 
(vease Figura 1.25). 

En un telescopio, las imagenes se afectan por las franjas de interferencia 
que aparecen cuando los rayos luminosos incidentes se transmiten y se reflejan 
en la superficie de las placas de vidrio y los espacios, dentro del telescopio, que 
contienen aire. Gonsidere la Figura 1.26, donde un rayo de luz desde una fuen¬ 
te distante S llega a la placa de vidrio en R 0 . Parte del rayo incidente se refle- 
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ja, mientras el resto se transmite a traves de la placa. En T 0 , parte se refleja en 
T 0 y parte se transmite y se enfoca por la lente. A1 llegar a R , parte del rayo se 
refleja hacia Tq y parte se transmite. Y asi sucesivamente. 

Sea r(s) la razon de la amplitud reflejada (transmitida) a la incidente, y supon- 
ga que el rayo incidente inicial dene una amplitud A. Entonces, la perturba- 
cion optica en r 0 esta dada por 

E To = s 2 A Re e iu>t , 

porque el rayo ha sido transmitido a traves de dos superficies, mientras la per- 
turbacion optica en T j esta dada por 

E t =s 2 r 2 A Ree i <^- a ) 

1 1 

donde a es el corrimiento de fase que surge de los rayos que viajan una distan- 
cia extra durante las dos reflexiones en T 0 yen R i (vease Ejercicio 2). En for¬ 
ma semejante 

E t =s 2 r 4 A Ree''( u *- 2 “> 

2 


7 E t = s 2 r 2n A Ree^'-" 8 *. 

1 n 

Para determinar la perturbacion optica resultante, sumamos todas estas per¬ 
turb aciones y obtenemos 


E= 2 E r =s 2 A Re 


n — 0 

= s 2 A Re 


,lLOt 


2 (i r 2 e~ la f 


n = 0 


,!Cjt 


1 -r 2 e~ la . 

La ultima ecuacion se sigue de observar que la serie geometrica 

oo 

G= 2 z n = l+ z + z 2 +... + z n +... 

n- 0 

sadsface la identidad zG = G — 1 o(l — z)G = l.Se abundara mas al res- 
pecto en el Capitulo 3. Pero 






1 — r L e 


2 „ia 


1 — r 2 e 101 \—r 2 e %a 1 — r 2 e l<x 

Juitn J1 „ia\ 


e lwt (l -r 2 e ia ) 

1 + r 4 — 2 r 2 cos a 


de donde 


E = 


s 2 A 


Re [ e itu - r 2 e ! '(“ f+ “)] 


1 + r 4 — 2r 2 cos a 
s 2 A [cos t ot — r 2 cos (oji t + a)] 

1 + r 4 — 2r 2 cos a 

s 2 A[(\ — r 2 cos a) cos cot + (r 2 sena)sen co£] 
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Ya que 
Cuando 


(1 — r 2 cos a) 2 + (r 2 sen a) 2 = 1 + r 4 — 2r 2 cos a, 


cos p = 


1 — r 2 cos a 


y/\ + r 4 — 2r 2 cos a 


proporciona la perturbacion optica transmitida 


E = 


s 2 A cos (c ot — P) 

7 ? ^ 


+ r H — 2r 2 cos ct 
La ley de conservation de la energia implica que s + r = 1 y 


E = 


(1 -r) 2 A 

yj\ + r 4 — 2r 2 cos a 


• cos (cot — p). 


El angulo de fase a depende de la longitud del camino que la luz viaja durante 
las reflexiones en T 0 y R 1 (vease Ejercicio 2). Como to = 2ircfk donde la longi¬ 
tud de onda X es la distancia entre maximos sucesivos de la onda, obtenemos 

a _ 2ir(g a -gQ 
X 

Si oc es un multiplo entero de 2ir, la amplitud de la perturbacion optica es 

U- r ) 2 A = 1-r A 
\/(l -r 2 ) 2 1 

mientras que los multiples impares de 7T producen una amplitud igual a 


(i - ('-’l a. 

1 +r 2 ) ! 11 r 2 

Cambios pequenos en el angulo de incidencia 4> de la Figura 1.26 pueden pro- 
ducir cambios sustanciales en el angulo de fase a. Asi, haces luminosos conti- 
guos, con amplitudes de incidencia identicas, produciran imagenes con amplitu¬ 
des diferentes. Si r es cercano a 1 (reflectancia grande), el cambio en amplitud 


1-r 
1 + r 


A 


(!=±A 

1 + r 


1 + r 2 
1-r 2 


sera grande, produciendo una imagen que consiste en lineas brillantes delga- 
das sobre un fondo oscuro. Este efecto de halo se llama franja de interferencia. 
Si r es cercano a cero (reflectancia pequena), el cambio de amplitud sera pe- 
queno y las franjas de interferencia seran amplias y difusas. 
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ejercicios 

1. Pruebe que la perturbacion optica reflejada en la Figura 1.26, tambien tiene la 
forma E = A* cos (o Ot — 7 ). Encuentre A * y 7 . 

2. Considere la Figura 1.27. 



Figura 1.27. Ley de Snell 


Sea la distancia de la fuente S a H, y £ 2 la distancia de S a Ty .. La ley de 
Snell de la refraccion establece que 

v sen (j) = v' sen 0 ', 

donde <p y <p' son los angulos de incidencia y refraccion, respectivamente, y vy 
v los indices de refraccion del aire y la placa, respectivamente. Pruebe que si d 
es el espesor de la placa, entonces 

£ 2 — Cj = 2 dv cos <p'. 

3. Muestre que E = f(ct + x ) es tambien solucion de la ecuacion de onda. 

*4. Sean E y H, respectivamente, las intensidades electrica y magnetica en cualquier 
punto de un campo electromagnetico. Muestre que las ecuaciones de Maxwell 

div H = 0, div E = 0, 

„ 3H „ 9E 

rot E = — u 0 —■ > rot H = e - 

dt at 

proporcionan la ecuacion de onda si suponemos que c — 1 /yj £Mo q ue EyH de- 
penden unicamente del tiempo t y de la coordenada x. (Esta es una buena apro- 
ximacion cuando la fuente se localiza en la direccion x, y muy lejos de una vecin- 
dad del punto de donde se obtiene la ecuacion de onda.) 
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NOTAS 

SECCION 1.1 

Las formulas que relacionan z a Z en la proyeccion estereografica son faciles de 
calcular: [A, pags. 18-20] o [H, pags. 38-44]. 

SECCION 1.5 

Otros sinonimos de analitica son holomorfa, monogenica y regular. 

SECCION 1.6 

Se conocen condiciones suficientes para la analiticidad mucho mas debiles. El 
mejor resultado en este sentido parece estar en [S, pags. 197-199], donde el 
teorema de Looman-Menchoff establece que siuyv son continuas en G, tienen 
primeras parciales en todos los puntos de G, excepto un numero contable 
de puntos en G y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann casi en cual- 
quier parte de G, entonces f = u + iv es analitica en G. Otros ejemplos, que 
muestran que las ecuaciones de Cauchy-Riemann solas son insuficientes para 
la analiticidad, pueden encontrarse en [T, pags 67, 70]. 

SeccionesI. 7 y 1.9 

Para un desarrollo elemental mas detallado de las superficies de Riemann, vea- 
se [Kn, Parte II, pags. 100-146], Se pueden encontrar tablas de mapeos ele- 
mentales de dominios en el Apendice y en [Ko]. Como la derivada de una fun- 
cion en un punto se obtiene al considerar cocientes de diferencias de puntos 
cercanos, la definition de analiticidad se extiende a cualquier superficie de 
Riemann. 




o INTEGRACION 
Z COMPLEJA 


Integracion es un concepto de gran importancia y utilidad en el calculo ele¬ 
mental. La naturaleza bidimensional del piano complejo sugiere considerar in¬ 
tegrates a lo largo de curvas arbitrarias en Q en lugar de segmentos del eje real 
unicamente. Estas “integrales de Hnea” tienen propiedades interesantes y poco 
comunes cuando la funcion que se esta integrando es analltica. La integracion 
compleja es una de las teorfas de las matematicas en las que se trabaja con 
sumo entusiasmo, debido a su accesibilidad. 


2.1 Integrales de lInea 


Las propiedades de las funciones analiticas estudiadas en el capitulo anterior, 
son resultantes de la derivabilidad de la funcion. En calculo real, el teorema 
fundamental revela una conexion sorprendente y de gran utilidad entre las de- 
rivadas y las integrales definidas. 


TlEOftlEMA FUND^^ 

Si una funcion real f(x) es continua en un intervalo a ^ x ^ b, entonceS 
f(x) posee antiderivadas en ese intervalo. Si F(x) es cualquier antiderivada 
de f(x) en a < b, entonces 


61 



62 
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I f(x) dx = F(b) - F(a). 


Una de las principales metas de este capitulo es probar un teorema similar 
para integrales de linea de una funcion analitica en el piano complejo. Apa- 
rentemente esta es una tarea dificil, ya que hay una infinidad de curvas que 
unen dos puntos dados, pero la prueba es facil y las aplicaciones son muy utiles. 

Un arco 7 en el piano es cualquier conjunto de puntos que pueden descri- 
birse en forma parametrica por 

7 :x = x(t), y=y(t), j 3 , 

con x(t), y(t) funciones continuas de la variable real t en el intervalo real cerra- 
do [a, (3] . En el piano complejo se describe al arco 7 por medio de la funcion 
compleja continua de una variable real 

T-z = z(t) = x(t) + iy(t), a<t<j3. 

Se dice que el arco 7 es suave si la funcion z'(t) = x'(t) + iy'(t) no se anula y es 
continua en a. < t < (3. Un arco suave por partes (spp) consiste en un numero 
finito de arcos suaves unidos por sus extremos. Si 7 es un arco spp, entonces 
x (fy y y(t) son continuas, pero sus derivadas x\t ) y y'(t) son continuas por par¬ 
tes. Un arco es simple, o arco de Jordan, si z(t 1 ) = z(t 2 ) solo si t t = t 2 , esto 
es, si no se intersecta a si mismo, o autointersecta. Un arco es una curva cerra- 
da si z (a) = z(fi) y una curva de Jordan si es cerrada y simple excepto en los 
extremos oc y (3. La Figura 2.1 ilustra algunos de estos conceptos. 



Arco que se autointersecta 

FlGURA 2.1 . Arcos y curvas 




Curva cerrada que se autointersecta 






INTEGRALES DE LINEA 


Ejemplo 1 

Esbozar los arcos dados por las parametrizaciones 


(a) r.z(t) = e H 


0<t<2n, 


(b) 7 *:z(t) 


J 1 — z (1 -0* 


1 + t —i. 


-1 <f <0. 


SOLUCION: (a) Como {e lt )' = ie lt 0, el arco 7 es suave. Note que 
I e lt \ = 1 y e° = e 2m = 1. Por tanto, 7 es una parametrizacion del circulo 
unitario, recorrido en direction contraria a la de las manecillas del reloj. 
Claramente se observa que es una curva de Jordan (vease Figura 2.2a). 
(b) 7 * no es un arco suave porque z'{t) no esta definido en t = 0. Sin em¬ 
bargo, z (t) es un arco suave en cada uno de los intervalos [— 1 , 0 ] y [ 0 , 1 ]. 
Por tanto, 7 * es spp. Notemos en la grafica de la Figura 2,2b que 7 * es 
un arco simple. 



(a) 

FIGURA 2.2. Cfrculo unitario y arco spp 7* 


lm z 



Re z 



Las curvas de Jordan satisfacen la propiedad siguiente. 


TEOREMA DE LA CURVA DE JORDAN 

Una curva de Jordan separa el piano extendido en dos regiones simple- 
mente conexas, que tienen a la curva como su frontera. 


La region que contiene el punto al infinito se llama exterior de la curva; 
la otra region se llama interior. Aunque este teorema parece obvio, su prueba 
es dificil, asi que se aceptara su validez en base a la intuicion. Una curva de 
Jordan esta parametrizada en su sentido positivo si su interior se mantiene 







64 


CAPITULO 2 • INTEGRACION COMPLEJA 


siempre a la izquierda cuando se recorre la curva. Por ejemplo, z(t) = e {t = 
cos t + i sen t, 0 < t < 2 ir, parametriza a la curva \z I = 1 en su sentido po¬ 
sitive), mientras que z (t) = e~ n , 0 < t < 2 ir, no lo hace. 

Sea 7 un arco suave en G y sea la funcion compleja^x) continua en 7. Se 
usa la parametrizacion de 7 para definir la integral de linea de / sobre 7 en 
terminos de dos integrales reales. Si las dos integrales reales pueden evaluarse, 
se le podra asignar un valor a la integral de linea. 


Definicion 

Sea 7: z = z(t), a < t < j 3 , un arco suave, y /(z) = u + iv continua en 7. Asi, 

la integral de linea de / sobre 7 estara dada por 

f(z)dz= f f(z(t))z'(t) dt 
J7 Ja 

= [u(z(t)) + iv(z(t ))1 [x\t) + iy\t)] dt 

Ct 

4 / 

= [u{z(t))x\t)-v(z(t))y'(t)] dt 

Jet 

+ i f [u{z{t))y\t) + D(z(f))x'(i)] dt. 


La integral de linea sobre un arco 7 spp se obtiene al aplicarse la defini¬ 
cion anterior a un numero finito de intervalos cerrados, en los cuales z(t) e s 
suave, y sumar los resultados. Si no se esta familiarizado con integrales de 
linea, lease el Apendice A.3. 


Ejemplo 2 


Para evaluar f 7 x dz a lo largo del arco 7 spp, mostrado en la Figura 
2.3, parametrice 7 por 


r-z(t) 


Ji + it, 

{(2 — t) + i, 


0 <t< 1, 
1 <*< 2 . 


Entonces 



0<i<l, 

l<i<2, 


con derivadas izquierda y derecha diferentes en t = 1. Por definicion, al 
integrar sobre cada uno de los intervalos .0 < 1 y 1 <K2, se ob¬ 

tiene 


x dz = 

I i dt + 

h J 

'o 


(2 - t) (-1 )dt = -\ + i. 


ya que x(t) = 1 en 0 < t < 1 y x(t) = 2— t : en 1 < t < 2. 
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65 



Re. 


0 1 
FlGURA 2.3. Arco 7 spp 

A 1 escoger una parametrizacion diferente para y, por ejemplo 
y: Z (t) 


_ 11 + i log t, 1 < t < e, 

2 —- + *, e < t < 2 e, 

e 


se tiene 


z'(t) 


i/t, 

-lie. 


1 < t < e, 
e < t < 2 e, 


x dz = 


dt + 


e 


dt — — \ + i. 


Por lo tanto, la integral de linea es mdependiente de las dos parametriza- 
ciones de y. Este caso se dara siempre y cuando el cambio de parametros 
sea derivable por partes, como puede comprobarse facilmente al utilizar 
la formula del cambio de variable del calculo integral. 

Se obtiene un valor diferente si se integra sobre el segmento de linea 
7* que une a 1 con i. Asl, 


y*:z(t) = (l -t) + it, 0 <t < 1 , 


asi que 


1 


x dz = 


(1-f) (-1 + i)dt= —— 

o 2 


Este ejemplo muestra que no se puede obtener un teorema similar al teo- 
rema fundamental del calculo para todas las funciones complejas continuas 
f(z). Suponga, por otra parte, que se conslderan unicamente aquellas fun- 
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ciones continuas/(z), que son derivadas de una funcion analitica F = U + iV 
en alguna region G que contenga el arco suave 7 . Entonces, por definition, 

r C 

f[z) dz = F'(z ) dz = 

Jt J7 

F'(z (t))z (t) dt. 

JCi 


Con la regia de la cadena del calculo, se tiene 


F'(z(t))z' (t) dt = 


dt 


[F(z(t))] dt 


P d 
a dt 


[17(z(t))] dt + i 


'P d 

— [V(z(t))] dt. 
oi at 


Si se aplica el teorema fundamental del calculo a cada una de estas integrates 
reales, se obtiene 


f(z) dz=[U(z{P)) - U{z{a))] +i[V(z(l 3)) - F(z(a))] 

J 7 

= F(z(fS))-F(z(a)). 

Ademas, se puede extender facilmente este resultado a los arcos spp con la 
suma de los resultados obtenidos de los subarcos suaves. Como el resultado de- 
pende unicamente de los puntos extremos de cada subarco suave, se habra pro- 
bado el siguiente teorema. 


Teorema fundamental (del calculo) 

Si F(z) es una funcion analitica con derivada continua, f(z) = F\z) en 
una region G que contiene al arco spp 7 : z = z (t), a < t < j3, entonces 

f f(z)dz = F(z(P)) - F(z(a)). 

I'V 


Como la integral solo depende de los extremos del arco 7 , es indepen- 
diente de la trayectoria. De esta forma se obtiene el mismo resultado para cual- 
quier arco spp en G con estos extremos. Para curvas 7 , spp cerradas, el teorema 
fundamental establece que 

f(z) dz = 0 , 

jy 

ya que F(z(P)) = F(z(a)). 
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Ejemplo 3 

Calcule 


z dz y 


z dz, 


donde 7 y 7 * son los arcos mostrados en la Figura 2.3. 


SOLUCION: La funcion continua f{z) = z es la derivada de la funcion 
entera F(z) = z 2 / 2. A1 realizar la parametrizacion 7 como en el Ejemplo 
2 , se tiene 


z dz 


(1 + it) i dt + 



r i 

* 1 /• 

= i 

dt — 

■t dt + 

% 

1 0 

0 Jl 


[( 2-0 + i\ (- 1 ) dt 


(t — 2 ) dt — i dt 


= -l. 


Si se utiliza la parametrizacion de y *, del Ejemplo 2, se obtiene 


z dz = 


[(1 — t) + 11\ (—1 + i ) dt 


dt + i 


(1 - 2t) dt - — 1 . 


Mediante el teorema fundamental, cualquier arco 7 spp que empieza en 
1 y termina en i satisface a 


z dz = — 
7 2 


i i 2 - 1 


= - 1 . 


Ejemplo 4 

Muestre que 

f dz . 

— = 2m. 

J la; 1 = 1 Z 

SOLUCION: Aparentemente este resultado se contrapone al teorema 
fundamental, ya que I z I = 1 es una curva de Jordan. Sin embargo, las 
antiderivadas de la funcion continua /(z) = 1/z son logaritmos y 
analiticas sobre la superficie de Riemann (R, descrita en las Secciones 1.7 
y 1.9. La curva Iz I = 1 no es una curva cerrada en <R. Se ilustraran dos 
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metodos para obtener esta integral. Primero notese que, a menos que se 
establezca lo contrario, se supone que las integraciones sobre las curvas de 
Jordan se llevan a cabo en sentido positivo. Asi, al parametrizar Iz I = 1 
por z(f) = e’ 1 , 0 < f < 2ir, se tiene 

z'(t) = ie il 


Por lo cual, la integral se convierte en 


f dz _ 

' 2n z'(t) dt _ 

r ie il , . f 

—r- dt = l 

J 1 z 1= 1 Z . 

0 z(t) 

„lt 

o e Jc 


dt = 2 m. 


Para utilizar el teorema fundamental en la evaluacion de esta integral, 
elegimos cualquier rama de la superficie de Riemann <R de la funcion 
analitica 


F(z) = log z = log I z I + i arg z. 

Por ejemplo, empezando en - i en la rama principal se obtiene 


dz ii. 

— = log \z 1+ i argz 

1*1 = 1 * 

= 2m. 


e 3 7 li /2 

f/l = j(37t/2) — i(—ir/2) 


Ejemplo 5 

Sea P(z ) cualquier polinomio, y 7 un arco spp. Muestre que: 

( a ) / 7 P( z ) dz = 0 si 7 es una curva cerrada, 

(b) / P(z) dz depende solo de los extremos de 7. 


SOLUCI6N: Todo polinomio P(z) es continuo en G. Ademas, si 
P(z) = a n z n + a„_,z” _1 + . . . + + a 0 , 

entonces P(z) sera la derivada del polinomio analitico 


Q(*) = 


-n +1 


n + 1 


*n— 1 - 


n 


+ ... + 


+ a 0 z. 


De esta forma se satisface el teorema fundamental y se cumplen las partes 
(a) y (b). 


Ejemplo 6 

Como cos z es entera y tiene antiderivadas sen z, se tiene 



i 

= 2 sen i = 2z'senh(l), 
— i 


cos z dz = sen z 
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y a lo largo de cualquier curva 7 spp cerrada, 

cos z dz - 0. 

Jy 


ejercicios 

1 . Muestre que la parametrizacion 7: z[t) - a cos t + ib sen 0 ^ t 
27 T, describe la elipse 



En los Ejercicios 2 - 5 , determine las parametrizaciones spp para los arcos o curvas indi- 
cados. 



5 . Mancuerna que empieza en 1 
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6 . Muestre que z'(t ) puede interpretarse como un vector tangente al arco 7 : z = 
z(t) en todos los puntos donde z'(t) no sea cero. 

Evalue las integrales 


x dz, 



z dz 


a lo largo de las trayectorias dadas en los Ejercicios 7-9. 

7. El segmento de recta dirigido de 0 a 1 — i 

8 . Alrededor del circulo I z I = 1 

9. Alrededor del circulo I z — a I = R 

10. Evalue f y y dz, donde y es la linea recta que une 1 a i. 

11. Evalue f y y dz, , donde y es el arco en el primer cuadrante a lo largo de I z I = 1 
que une a 1 con i. 

12. Evalue f y y dz, donde y es el arco a lo largo de los ejes coordenados que une 1 
con i. 

13. Ya que los tres valores en los Ejercicios 10-12 son diferentes, dpor que este resul- 
tado no viola el teorema fundamental? 

Use parametrizaciones de los arcos para evaluar las integrales de los Ejercicios 14-24. 

Confirme su respuesta utilizando el teorema fundamental. 

14. Evalue la integral / (z — a) n dz, con n como entero, alrededor del circulo 
\z — a \ = R. (La respuesta para n = -1 difiere del resto.) 

15. Evalue f y e? dz, donde 7 es la recta que une a 1 con i. 

16. Evalue f y e* dz, donde 7 es la trayectoria en el primer cuadrante sobre el 
circulo I z I = 1 que une a 1 con i. 

17. Evalue f y e 2 dz, donde 7 es la trayectoria a lo largo de los ejes coordenados que 
une a 1 con i. 

18. Evalue /_!■ e nz dz. 

19. Evalue ff_ y senh(tzz) dz. 

20. Evalue /* (z - l ) 3 dz. 

*21. Si 7 es la elipse z (t) = acos t + ibsent, 0 < t < 27 T, a 2 — b 2 =1, muestre que 



segun el valor del radical que se haya tornado. 

(Sugerencia: 1 — z 2 (t) = [V(i)] 2 .) 

22. Sean 7 , : z (t) = e lt yy 2 : z(t) = n .Evalue 


— a lo largo de cada curva. 

Jz 2 

23. Evalue f Log z dz a lo largo de cada curva dada en el Ejercicio 22. 

24. Evalue f y/z dz a lo largo de cada curva dada en el Ejercicio 22. (Use la rama 
principal de yjz.) 
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2.2 El TEOREMA DE GREEN Y SUS CONSECUENCIAS 


En los Ejemplos 4 y 5 de la section anterior, encontramos que la integral de 
linea de un polinomio a lo largo de una curva spp cerrada se anula, pero tam- 
bien que 


lzl=l 



Notese que la funcion 1/z no es analitica en el origen. <iPodria ser que la in¬ 
tegral de linea de una funcion a lo largo de una curva de Jordan spp se anulara 
cuando la funcion sea analitica sobre y en el interior de la curva? Sorprenden- 
temente, esto es correcto. 

Sera facil probar que la integral de linea a lo largo de una curva de Jor¬ 
dan spp es cero, siempre y cuando se suponga que la derivada de la funcion 
analitica en el integrando es continua en el interior de la curva de Jordan spp. 
Este es un requisito razonable, pues la derivada de toda funcion analitica que 
se ha encontrado es analitica. La prueba se basa en el resultado siguiente, y se 
encuentra en la mayoria de los libros de texto de calculo elemental, asi como 
en el Apendice A.3. 


Teorema de Green 

Sea G la region interior de una curva de Jordan J spp y suponga que las 
funciones reales p y q son continuas en G U y con primeras parciales 
continuas en G. Entonces 


(fix + q y ) dx dy 


p dy — q dx. 


Ahora, si/ - u + iv es analitica sobre y en el interior de una curva de Jor¬ 
dan 7 spp, reescriba la integral de/ a lo largo de 7 en la forma 


f f(z)dz = 

(u + iv) (dx + i dy) = 

u dx — v dy + i 

p J 

7 J 

y 


v dx + u dy. 


Si/'es continua en G, entonces las primeras parciales u x , u y , v x , v y tambien 
lo son. A1 aplicarse el teorema de Green a las dos integrales de linea de la de- 
recha, se obtiene 


Jy 


f(z)dz = - 


( v x + u y ) dx dy + i 


(u x — v y ) dx dy. 


Las primeras parciales satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, u x = v y 
y Uy ~ —v x > porque/es analitica. Por tanto, ambos integrandos del lado de- 
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recho son cero. Bajo el supuesto de que f'(z) es continua en G se ha probado el 
teorema siguiente. 



teorema de Cauchy 

Sea/(z) una funcion analltica sobre y en el interior de la curva de Jordan 
y spp. Entonces " 


El inconveniente de esta prueba es la suposicion de que /'(z) es continua 
en G. Se verificara esta condicion antes de usar el teorema de Cauchy. Sin em¬ 
bargo, en la Section 2.5 se probara que esta condicion es innecesaria. De 
hecho, las funciones analiticas tienen derivadas analiticas, como se demostrara. 


Ejemplo 1 


E value 


\z\= 1 


z 1 + 4 


dz. 


SOLUCION: La notation empleada significa que la integracion se toma 
sobre el tirculo unitario en su sentido positivo. La funcion/(z) = e* j(z 2 + 4) 
y su derivada 


/'(*) = 


(z 2 - 2z + 4) 
(z 2 + 4) 2 


son analiticas sobre y en el interior de Izl - 1. Como la derivada es 
analitica, es continua. Por ende, el teorema de Cauchy se aplica y 


\z\ = l 


=1 z 2 + 4 


dz = 0. 


Ejemplo 2 

Muestre que 


1 

27T 


2n 


R 2 — r 2 


R 2 — 2 Rr cos 6 + r 2 


dd= 1, 0 <r 


<R. 


El integrando que aparece en esta integral se llama nucleo de Poisson. 
Tiene muchas propiedades Utiles, que se estudiaran en el Capitulo 6. 
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SOLUCION: El nucleo de Poisson es igual a la parte real del cociente 
R + re i0 = (R + re ie ) (R-re~ i9 ) = R 2 - r 2 + 2ir/g sen6 
/? - re ! ' s (R - re ie ) (R - re~ ie ) R 2 - 2rR cos 0 + r 2 

Si z = re' 9 con r fija, se tiene 


= rie' 9 = iz 


asi que 


R 2 - r 2 


1 r R + z dz 

tt* J I z l=r-R — 2 z 


- —- d6 = Re - 

27T Jo R 2 — 2 rR cos 6 + r 2 \2iri 


Pero, por fracciones parciales, 


1 R+z 1 \ 2 \ 

- - dz = - | — + - J dz 

2iri J I z l=r z(R — z) 2m J| Z |= r \z R-zJ 


- 1 f dZ + 1 f 2 

2m J lzl=r z 2m J j z i= r R 


Por medio de los metodos utilizados en el Ejemplo 4 de la Seccion 2.1, se 
puede mostrar que la primera de las integrales en el lado derecho es igual 
a 1, con z = re lt y z' = ire !t , 0 < t < 27T. La ultima integral del lado 
derecho es cero, segun el teorema de Cauchy, ya que f(z) = 2/(R — z) y 
f'(z) = 2/(R — z) 2 son analiticas en lzl<r. 


Ejemplo 3 

Muestre que 


? x1 cos 2 bx dx - yfne b 


SOLUCION: Si se aplica el teorema de Cauchy a la funcion analltica 
f(z) = e~ z , en una region que contenga al rectangulo lxl<a,0<y<6 
(vease Figura 2.4), se obtiene 

0= [ a e~ xl dx + P idy + ““ dx + f° e'^^idy 

J- a J° J a J b 


e dx — c \ e (cos 2 bx — i sen26x) dx 
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b e y\e^ — e~ 2iay ) dy 
0 



e x cos 2 bx dx + 2e a 


e y sen 2 ay dy. 


( 1 ) 


y 


a + ib 

b 

a 4- ib 





1 ^ 



1 

— a 

0 a 


FlGURA 2.4. Rectangulo de integracion 


porque la parte imaginaria de la integral de enmedio se anula. Pero, al 
usar coordenadas polares, 



2 7T 


e (* 2 + y 1 ) dx dy 
e~ T r dr dO - n, (2) 


las dos primer as integrates en (1) seran convergentes cuando a 00 . Si 
a -*■ el ultimo termino en (1) se anula y 


2 » 2 
e~ x cos 2bx dx = e~° 


e x 2 dx - yOre 


,-fc 2 


EJEMPLO 4 

Pruebe que 



sen A 2 ) ix = 5 . 

x 4 


SOLUCION: Al integrar e* 2 * /z a lo largo de la frontera der < | z \ < R, 
0 < argz < 7r/2 (vease Figura 2.5), el teorema de Cauchy dara 


_ 2 
* 

V/2 e’^) 2 de - 

r* c-t' 2 

- dx + i 

- dy — i 

r a; 

*/ V 

0 

r y 


tt/2 


Are ' 9 ) 1 


d6 = 0. (3) 
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FlGURA 2.5. Region de integrocion 

Si se utiliza la desigualdad | j f a b f(d) dd\ < \ f(d )| dd que se probara 

— para integrandos con valores complejos— en la Section 2.3, se tiene 

i I*' 2 e^ Rei6 ^ dO < Y' 2 e ~ Risen2e d6 
Jo Jo 


[n/i 

= 2 e~ 

Jo 


R 2 sen 2 e 


<2 I ” /4 d6 


[l-e~ R ], 


ya que h(d) = sen 26 — (40/7r) se anula en 0 = 0, 7 t/ 4 y satisface a 
h"{Q ) < 0 para 0 < 0 < 7 t/ 4, lo cual implica que h es concava hacia aba- 
jo y sen 20 ^ 40/7T. Por tanto, la segunda integral en (3) se anula cuando 
R -*■ °°. Dado e > 0, existe una r > 0 tal que I e u — 11 < e siempre que 
1 z l < r. Entonces 


i r' 2 dQ - — = i Y 12 (e i{reiB)1 — 1) dd <e 

Jo 2 Jo 2 

de ahi que la ultima integral en (3) se aproxime a ftr/2 cuando r -*■ 0. A1 
sumar la primera y la tercera integrales en (3) y hacer R -*■ 00 y r -*■ 0, te- 


*» e ix * - e~ ix ' 


dx--= 2 i 
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ejercicios 

1. Muestre que 


Log z 


lzl= 1 


dz = 0, 


aunque (Log z)/z no sea analftica en I z I < 1. Que resultado se obtiene si se in- 
tegra 


log 2 


dz 


J7 Z 

sobre 7 : 2 (t) = e lt , 0 < t ^ 2n? Expliquelo. 

Utilice el teorema de Green para los Ejercicios 2-4, donde A es igual al area de G y dG 
es la frontera de G. 

2. Pruebe que f dG x dz = iA. 

3. Muestre que f gG y dz - —A. 

4. Pruebe que f g( , z dz - 2iA. 

5. Pruebe que 

rW2 acost cos (t+a sent) dt= a> 0, 

a 

si integra e 1 a lo largo de la curva de Jordan en el primer cuadrante, compuesta 
del cuarto de circulo 1 2 I = a y de los segmentos de recta de ia a 0 y de 0 a a. 

6. Muestre que 

T e aT (a cos bT + b sen bT) — a 

e* cos bt dt = -i- L -, 

o a 2 + b 2 

T t e al (a sen bT — b cos bT) + b 

e at sen bt dt = -i--, 

0 a 2 +b 2 

al integrary(z) = e z a lo largo del segmento de recta que une a 0 con (« + ib)T. 

7. Muestre que 

T , b senaT senh^r — a cos aT cosh bT + a 

sen at cosh bt dt = --------, 

o a 2 + b 2 

T b cos aT cosh bT + a senaT senhbT — b 

cos at senhof dt = ------, 

.0 a 2 + b 2 

si integral) = sen z a lo largo del segmento de recta entre 0 y (a + ib)T. 

8. Obtenga las integrales 

T a senaT cosh bT + b cos aTsenh bT 

cos at cosh bt dt = ------, 

0 a 2 + b 2 

T b senaT cosh bT — a cos aTsenh bT 

sen at senh bt dt - ——— ---— -, 

0 a 2 + b 2 


con f(z) = cos z integrada a lo largo del segmento de recta de 0 a (a + ib) T. 
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9. Suponga queO <b < 1 y aplique el teorema de Cauchy a la funcion/(z) = 
(1 + z 2 ) -1 a lo largo de la frontera del rectangulo de la Figura 2.4, para 
mostrar que 

(1 — b 2 + x 2 ) dx _ 

(1 — b 2 + x 2 ) 2 + 4x 2 b 2 

10. Pruebe que 


kx ‘ 


cos ax dx - / — e a , k > 0, a real. 


si utiliza el mismo procedimiento que en el Ejemplo 3, con la funcion f(z ) c 

. Verifique su respuesta cambiando variables. 


11. Pruebe que 

(1 — b 2 + x 2 ) cos kx + 2xb sen kx 
(1 — b 2 + x 2 ) 2 + 4 x 2 b 2 
(1 — b 2 + x 2 )sen kx — 2 xb cos kx 




(1 — b 2 + x 2 ) 2 + 4 x 2 b 2 

con 0 < b < 1 y k real. 

12. Sea 0 < b < l/\/2 y muestre que 

Re(l + (x — ib ) 4 ) 
„ 11 + (x + ib) A \ 2 

13. Muestre que 


dx = e kb 
dx = 0. 


cos kx 
1 + x 2 


dx, 


dx = 


dx 

1 + x 4 


e x sen 2 xb dx = e 


- 


e x2 dx, b > 0, 


integrando alrededor de un rectangulo apropiado. 

14. Pruebe las igualdades 


cos 


x 2 dx = 


oo . / ^ 

sen x 2 dx = —, integrales de Fresnel, 

0 2-v/iT 


al aplicar el teorema de Cauchy a la funcion f(z) = e~~ a lo largo de la frontera 
del sector 0 ^ I z I ^ R, 0 ^ arg z ^ tt/4. 

15. Muestre que 


e x cos(x 2 ) dx - 
o 4 


,2 \ a.. = ^ ^ + 1 , 


e x sen (x 2 )dx- - y/ \/2 — 1, 

Jo 1 4 

cuando integra e~ z a lo largo de la frontera del sector0 I z I < R, 0 < arg z < 7T/8. 

16. Pruebe la integral de Dirichlet 

■ sen x , 7t 
— 1 - dx = — > 


o 


X 



78 


CAPITULO 2 • INTEGRACION COMPLEja 


si integra/(z) = e u /zz lo largo de la frontera del conjunto r < I z I < R, 0 
< arg z < 7T. Verifique su respuesta cambiando las variables en el Ejemplo 4. 


2.3 La formula integral de Cauchy 

Se necesitaran conocer los siguientes resultados acerca de las integrales. 


Teorema 

(■) fy [«/i ( z ) + P/a(4)1 dz = a / T /, (z) dz + 0 f y f 2 (z) dz. 

(“) fy,+y 2 f( z ) d z ~ S y \ f( z ) dz + / 7j /(z) dz, donde 7 ] + y 2 es la 
trayectoria que consiste en recorrer primero 7 3 seguido de y 2 . 

(“*) f y f( z ) dz = —f y /(z) dz, donde —y es la trayectoria que recorre el 
arco 7 en sentido inverso, 

(* v ) | fy f( z ) dz K f y f(z) i I dz\, donde definimos I dz I como la dife- 
rencial con respecto a la longitud de arco, con 

' dz I = I dx + idy I = yj[dx) 2 + (dy) 2 - ds. 


PRUEBA: Para probar (iv), observese que para cualquier constante real 6, 


Re e 


-20 


f(z)dz) = Re(e- ia f{z(l))z'(t))dt< 


I f(z(t)) I \z'{t)\dt. 


ya que la parte real de un numero complejo no puede exceder su valor absolu- 
to. St se escribe f y f(z) dz en forma polar y 6 = arg [J y f(z) dz], la expresion 
de la izquierda se reduce al valor absoluto de la integral y se cumple la desi- 
gualdad. Las pruebas restantes son consecuencias inmediatas de la definicion 
de integral de ltnea de la Seccion 2.1. Sus veriflcaciones, directas y algo te- 
diosas, se dejaran como ejercicios. I 

Si l/(z) I < Af en todo punto z de un arco y de longitud L, la parte (iv) 
del teorema proporciona la desigualdad ' 


f{z) dz 

J 7 




\dz\ = ML. 


J 7 


Ejemplo 1 


e z dz 


lzl = l 


< 2ne. 


SOLUCION: De la parte (iv), se tiene 



e z dz 

< 

J 

1 z 1 = 1 



I dz I 


1 = 1 
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Como I e z I - e x < e para todos los puntos z = x +iy sobre el circulo uni- 
tario, se observa que 


I dz I < e 


1*1=1 


I dz I = 2rre, 


i*i = l 


y se verifica la desigualdad. De hecho, es claro que 

e z dz I < 2ne, 


i*l=i 


ya que I e z I alcanza el valor e solo en z — 1. 


En muchas aplicaciones es necesario considerar regiones que no son 
simplemente conexas. Se generalizara el teorema de Cauchy al caso de una re¬ 
gion multiplemente conexa. 


Teorema 

Sea 7 0 una curva de Jordan spp tal que su interior contiene las curvas de 
Jordan spp disjuntas, 7i > • • •> 7n> ninguna de las cuales esta contenida 
en el interior de la otra. Suponga que f(z) es analitica en una region G 
que contiene al conjunto S, el cual consiste en todos los puntos sobre y en 
el interior de 7 0 pero no en los interiores de y k , k = 1, . . n Entonces, 

f(z) dz = 2 f(z) dz. 

'■■AM’ .To ' ■ k = 1 JT* j;.;W:7VV A L,.J 


PRUEBA: Siempre se podrin encontrar arcos L k , k = 0, . . n, spp disjuntos, 
que unan a y k con j k + i (donde L n une a y n con 7 0 ) que formen dos curvas 
de Jordan spp, cada una contenida en alguna subregion simplemente conexa de 
G. (Sobre bases intuitivas omitimos la prueba. Vease Figura 2.6.) Por el teore¬ 
ma de Cauchy, la integral de f(z) sobre estas curvas, cada una recorrida en sen- 



FlGURA 2.6. Un dominio multiplemente conexo 
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tido positivo, se anula. Pero la contribucion total de estas dos curvas es equiva- 
lente al recorrido de To en el sentido positivo, 7 1 , . . ., 7 n en el sentido negativo 
(contrario), y L 0 , . . L n en direcciones opuestas. Ast, las integrales sobre los 
arcos Lk se cancelan, y 


0 = 


f( z ) dz = 


f(z)dz-l 

7„ k 


f(z) dz. ■ 

n 


En seguida se probara el sorprendente resultado de que los valores de una 
funcion analitica, en el interior de una curva de Jordan spp, estan completa- 
mente determinados por sus valores sobre la curva. 


LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY 

Sea f(z) una funcion analitica en una region simplemente conexa que 
contenga la curva de Jordan 7 spp.Entonces 


m = 


2m 


m 


7 z- 




dz, 


para todos los puntos ? en el interior de 7- 


PRUEBA: Se fija ?. Entonces, dado e > 0, existe un disco cerrado I z — JI < t 
en el interior de 7 para el cual I f(z) — /(f) 1 < e. (Vease Figura 2.7.) Como 
/(z)/(z — f) es analitica en una region que contiene aquellos puntos sobre y 
en el interior de 7 , que satisfacen I z — f I => r, el teorema de Cauchy para re- 
giones multiplemente conexas implica 


1 

2m 


' -M-dz 
J’Y 2 - f 


1 

2m 


m 

\z-t\=r z — f 


dz. 



FlGURA 2.7. La formula integral de Cauchy 
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m 

lz-£l=r z ~ f 


* = /(f) 


dz 


U-fl=r z-S 


m -/(f) 

lz-fl=r z — f 


dz. 


Por el Ejemplo 4, o el Ejercicio 14 de la Seccion 2.1, la primera integral del 
lado derecho es igual a 2m, entonces 


/(■*) 

lz-f Nr z - f 


dz - 2mf{$) 




!/(■*)-/(f) I 

I z—f l=r Iz — f I 


I dz I < 27TC . 


Como e puede elegirse arbitrariamente cercano a 0 la prueba esta 
completa. I 


Ejemplo 2 

Integre 


J- 


cos z 


dz 


7 Z + Z 


sobre las curvas dadas: (a) 7 : Iz I = 2 , (b) 7 : Iz I = -y,' y (c) 7 : lz — 
* 721 = 1 . 

SOLUCION: (a) 7 : 1*1 = 2. A1 descomponer la integral por fracciones 
parciales, se obtiene 


z 3 +z 


dz = 


cos z 1 

*- dz - 


) 7 -Z 

= 2m 


cos z 1 

- dz - 

2 J 7 z+t 2 


dz 


1 1 

cos(O) — — cos(-i) -cos i 

2 2 


2m [1 — cosh(l)]. 


(b) 7 : Iz I = “ 2 . Como cos z/(z 2 + 1 ) es analitica sobre y en el interior de 
7 , la integral es igual a 27T* veces su valor en z = 0 , esto es, 


cos z 
z 3 +z 


dz = 2m. 


(c) 7 : Iz — *72 I = 1. Como cos z/(z + *) es analitica sobre y en el interior 
de 7 , por fracciones parciales se tiene 

Wi--!- 

\ z z — ; 


*(*—*) 


por lo cual 


COS z 

J cos(0)\ 

/cos *\ 

= 2m 

1 

- dz ~ 2m 

-«'(— 

1 — — cosh(l) 

Jr z 3 +z 

LV *• ) 

V 2 * / 


2 
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Por supuesto, en los tres ejemplos se puede utilizar la descomposicion en 
fracciones parciales de la parte (a), porque las integrales correspondientes 
se anulan cuando los puntos 0 o ±i estan en el exterior de 7 . 


Si la formula integral de Cauchy se deriva formalmente con respecto a f 
dentro del signo de integracion, se obtiene una expresion para la derivada en 
todos los puntos del interior de 7 : 


/tt) = 


1 

2iri J 


“ m 
i (*-n 2 


dz. 


Para verificar esta ecuacion se usa la formula integral de Cauchy al reescribirse 

m+h)-m) i r m 


h 


2m 


1 

2m 

h 

2m 


m 


y ( z ~!) 2 
i / i 


dz 


1 


h \z — f — h 
f(z) dz 


r 


(-*-n 2 


dz 


Jt (z-r) 2 (z-f-A) 

Sea d la distancia mas corta entre f y j, M el valor maximo de 1 /( 2 ) I 
sobre 7 , y L la longitud de 7 . Al suponer que I h I < d/2, entonces 

d _ d 

2 2 

de tal forma que 

ML I h I 


12 — f \z — f I — \h\^ d- 


h 

f fi z ) dz 

2m „ 

1 

to 

N 

1 

1 


< 


nd * 


Haciendo h~* 0, se sigue que 


/(O-l’m 


h 


1 

2m 


' m 
y 


dz. 


En la Seccion 2.5 se generalizara este procedimiento y se probara el teore- 
ma de Cauchy para las derivadas: 


/ w (n 


n\ 


m 


2m J 7 (z-f) 1 


—\dz, n = 1 , 2 , 


valido para todos los puntos f del interior de una curva de Jordan 7 spp conte- 
nida en una region G simplemente conexa, en la cual f(z) es analitica. Obser- 
vese que esta formula implica que f(z) tiene derivadas de todos los ordenes en 
G. Por ende, la derivada de una funcion analitica es tambien analitica. Con 
base en este hecho, se obtiene un inverso del teorema de Cauchy que frecuente- 
mente es util para establecer la analiticidad de una funcion. 


2.3 


IA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY 
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TEOREMA DE MORERA 

Si/(*) es continua es una region simplemente conexa G y satisface 

| f(z) dz = 0 , 

papa todas las curvas y spp cerradas en G, entonces f(z) es analitica en G. 


PRUEBA: Elija un punto z 0 en G y defina 


F(z) 


/(?) K, 


para todo z en G. Luego entonces, F(z) esta bien definida porque es indepen- 
diente de la trayectoria: Si y l y y 2 son curvas spp en G que van de z 0 a z, en¬ 
tonces T = Ti — 72 es una curva cerrada spp en G, y 


0 = 


/(?)#= m.dt- 


y i 


m d$. 


Si/es continua, para cualquier punto z en G y e > 0 existe un disco I f — z I < 
6 en G tal que I/(f) - f(z) I < e. Si I h I < 8, se tiene 

F(z + h) — F(z) 1 T fz+h 


An d$ - 


An dt 


z+h 


An dn 


h h 

donde la integracion puede tomarse sobre la recta desde z hasta z + h, Como 


m = 




z+h 


d$. 


por sustraccion se obtiene 


F{z+h)-F(z) x 

—-— - - f(z) 

- 

1 

'z+h 

[/(f) -/(*)] # 

h 


h . 

Z 


< 


i rz+h 

\h\ J* 


I/(f) -/(*)! I dfl <e. 


Por tanto F (z) = f(z), ast que Fes analitica en G. Pero entonces F tiene deri- 
vada analxtica, lo que implica que / tambien es analxtica en G. 


t JEMPLO 3 

Integre 


cos z 

. y z 2 (z- l) 


dz 


Sobre (a) 7 : lz 1= -3, (b) 7 : Iz - 11= -y, y 


(c) 7 : lz 1 = 2 . 
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SOLUCION: (a) 7 : lzl = -j. En este caso cos z/(z — 1) es analitica 
sobre y en el interior de 7 , as! que, por el teorema de Cauchy para las de- 
rivadas, se obtiene 


cos z 


dz = 2m 


cos z 
z - 1 


- —2m. 

z = 0 


(b) 7 : \z — 11 = -j. Ahora que z~ 2 cosz es analitica sobre y en el interior 
de 7 , por lo tanto, la integral es igual a 2m veces el valor de z ~ 2 cos z en 
z = 1 , esto es, 


z cosz 

- dz - 2m cos(l). 

Jy z — 1 

(c) 7 : I z I = 2. Mediante el teorema de Cauchy en regiones multiplemen- 
te conexas, se puede reemplazar a 7 por los drculos en las partes (a) y (b). 
Luego la integral es igual a 2m [cos(l) — 1]. Altemativamente, al des- 
componer el integrando en fracciones parciales, se obtiene 


7 


cos z 


dz = 



1 

z 



dz 


= 2m [cos(l) — cos(O) +sen(0)] = 2ni [cos(l) — 1 ], 
por el teorema de Cauchy para las derivadas. 


EJERCICIOS 

En los Ejercicios 1-3, evaluie la integral 

dz 

J 7 (z — a)(z — b) 

mediante la descomposicion del integrando en fracciones parciales. 

1. Si a y b estan en el interior de 7 

2. Si a estH en el interior de 7 y b en el exterior 

3. Si b esta en el interior de 7 y a en el exterior 

Sea z(t) = 2e il + 1,0 ^ t ^ 27T. Evalue las integrales de los Ejercicios 4-7. 


4. 


6 . 


±dz 


sen z 


7 z 2 + 1 

= oJt 


5. 


dz 


cos z 
7 z — 1 

sen z 


dz 


dz 


7 z 


Sea z(t) — 2e lt + 1,0 < t < 27T. Evalue las integrales de los Ejercicios 8-11. 



cos z 

dz 


8 . 


9. 


7 (z - l ) 2 
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J 7 (Z 2 + l) 2 J 7 (z — l) 3 

Pruebe las identidades integrates de los Ejercicios 12-14. 

12 - Xy [ a fi ( z ) + A/z (z:)] dz = a J y /, (z) dz + j3 J y f 2 (z) dz 
/ 7i + 7j /(z) dz = / 7i /(z) dz + / 7j /(z) dz 

14. /_ 7 '/(z) dz = -/ 7 /(z) dz 

15. Sin calcular la integral, muestre que 

dz < 47 T 

JizI=2 Z 2 + 1 ^3 

16. Si 7 es el semicirculo \z \ = R, I arg z I < 7r/2, i? > 1, muestre que 


rfz < — ( Log R + — 


L°gz 


y, por ende, que el valor de la integral tiende a cero cuando R °°. 

17. Evalue / l2 | =1 Iz + 1 lldzl. 

18. Si/(z) es analitica y acotada por M en lzl< R, pruebe que 


l/" ) (z)l< 


MRn\ 


\z\<R. 


(i?-lzl) n+1 

19. Si/(z) es analitica en Iz I < 1 y l/(z) I < (1 — Iz l) _l , muestre que 
l/ ( ">( 0 )l<(n + 1 )! (l + - J 

20. Una funcion analitica/(z) ,!puede satisfacer \f^ n ^ (z) I > n!n", para todos los 
enteros n positivos, en algun punto z? 

21. Calctde 


f 

J I z 1= 1 


con n entero positivo. Ahora, muestre que 


,k cos nS 


cos(k sen nd) dd = 27T. 


22. El polinomio de Legendre P n (z) se define como 

1 d" 

P n {z)= --[(z 2 - 1)"]. 

2 "n! dz" 

Con la formula de Cauchy para las derivadas, muestre que 

p fv\ = 1 f (^ 2 -l ) n d! 


_ f (f! 

rt J7 2" 




donde z esta en el interior de la curva de Jordan 7 spp. 
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23. Pruebe la siguiente extension del teorema de Morera: Sea f(z) continua en una 
region G (con la posibilidad de ser multiplemente conexa). Suponga que, para 
cada f en G, existe un disco D, que contiene a f, en G tal que 

f(z) dz = 0, 

Jt 


para todas las curvas 7 spp cerradas en D. Entonces f(z) sera analitica en G. 
24. Sea P(z) un polinomio, ninguna de cuyas raices se encuentra sobre la curva de 
Jordan 7 spp. Muestre que 


1 

2m 


T P(Z) 


dz 


es igual al numero de raices de P(z) en el interior de 7 incluyendo multiplicida- 
des. 


2.4 Teorema de Liouville y principio del maximo 


En esta seccion se presentan tres consecuencias utiles de la formula integral de 
Cauchy, y la extension de esta a derivadas de orden superior. 


Teorema de Gauss del valor medio 

Sea f(z) analitica en Iz — 

f 1 < R. Entonces 

m = - 1 

f($ + re l0 )dd, 0 <r<R. 

- 27T J 



PRUEBA: La formula integral de Cauchy establece que 


m = 

para toda 0 < r < R. Si z = 
gue la ideritidad deseada.B 


1 

2m 


m 

l=r Z -f 


dz, 


f + re l ° , entonces z\Q) = ire t6 , 


de donde se si- 


LA ESTIMACION DE CAUCHY 

Sea f(z) analitica y que satisface l/(z) I < M en Iz — f I < r.; Entonces 


I/ (n) tf)l< 


Mnl 
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PRUEBA: Por el teorema de Cauchy para las derivadas, se tiene 






n\ 

2ni . 
Mnl 

n +1 


m 


2irr 


I *-M=r (z-f) n+1 
Mn! 


dz 


Iz—fl=r 


dz I = 


Teorema de Liouville 

Una funcion entera no puede acotarse en todo Q , a menos que sea una 
constante. 


PRUEBA: Suponga que f(z ) es entera y acotada por M. Asi, en cualquier pun- 
to f en C, la estimacion de Cauchy implica que I/'(f) I < M/r. Pero r puede 
hacerse arbitrariamente grande, de manera que /'(f) = 0 en todo f de 6. 
Por tanto, f(z) es constante en 6.1 

Enseguida se prueba uno de los teoremas mas utiles de la teoria de las 
funciones analiticas. 


PRINCIPIO DEL MAXIMO 

Si/(z) es analitica y no es constante en una region G, entonces I f(z) I no 
tiene maximo en G. 


PRUEBA: Suponga que hay un punto z 0 en G que satisface I/(z) I < l/(z 0 ) I 
para todo z en G . Como Zq es un punto interior, existe un numero r > 0 tal 
que I z — z 0 I < r esta contenido en G. Entonces, por el teorema de Gauss del 
valor medio, 


fi z o) 


1 

27T 


/(z 0 +re lt ) dt, 


esto es, el valbr en el centro del circulo es igual al promedio integral de sus va- 
lores sobre el circulo. Por suposicion l/(z 0 + re 11 ) I < [ /(z 0 ) I, y, si se cumple 
la desigualdad estricta para algun valor de t, debe cumplirse, por la conti- 
nuidad de l/(z) I, en un arco del circulo. Pero entonces 


l/(*o)l< — 

2ir 


l/(z 0 + re lt ) \dt< — 
o 2?r 


2n 


I/(zo) I dt = l/(z 0 ) I, 


lo cual es una contradiccion. Asi, l/(z 0 + re lt ) I = l/(z 0 ) I para 0 < t < 27t, y, 
co mo el procedimiento se cumple sobre todos los circulos Iz — z 0 l = x, 0<x 
r, l/(z)l es constante en el disco Izyzo \<r. Sea S el conjunto de todos 

/ 
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los puntos z de G que satisfacen I f[z) I = \f(z 0 ) I. El argumento anterior 
muestra que cada uno de tales puntos es interior de S, por lo que S es abierto. 
Pero cualquier punto en T = G-S e s tambien un punto interior debido a la 
continuidad de I f(z) I. Ni T ni S contienen puntos frontera uno del otro, ya 
que son abiertos. Como G es conexo, T debe ser vacio. Por tanto, S = G y 
— segun el teorema de la derivada cero de la Seccion 1.6 — f(z) es constante en 
G, lo que contradice la hipotesis. Asi, \f(z) I no tiene maximo en G, y la prueba 
queda completa.B 

Se denota por G el conjunto que consiste en G unido con su frontera. 
Como el exterior de G es abierto, G es cerrado. Se puede, ahora, reformular el 
principio del maximo de la siguiente manera. 


COROLARIO 

Sea f(z) analitica en una region acotada G y continua en G. Entonces 
I f(z) I alcanza su maximo sobre la frontera de G. 


PRUEBA: Un teorema del calculo ordinario establece que \f(z) I alcanza un 
maximo en alguna parte de G si G es cerrado y acotado, y \f(z) I es continua 
en G. Segun el principio del maximo, este no puede estar en G, as! que debe 
estar en la frontera de G. ■ 


PRINCIPIO DEL MINIMO 

Sea f(z) analitica en una region acotada G, y continua y no nula en G. 
Entonces \f(z) I alcanza su minirno en la frontera de G. 


PRUEBA: Sea g(z) = l//(^). Entonces g es analitica en G y continua en G. Se¬ 
gun el corolario anterior, lg(z) I alcanza su maximo (y, por ende, I f(z) I alcan¬ 
za su minirno) en la frontera de G. I 

El teorema de Liouville proporciona una facil verificacion de un teorema 
muy importante del algebra elemental, que generalmente se establece sin probar. 

Teorema fundamental del algebra 

Todo polinomio de grado mayor que cero tiene una raiz. 


PRUEBA: Suponga que P(z) = dnZ n + On_iZ n 1 + . . . + a t z + a 0 no es cero 
para cualquier valor de z. Entonces f(z) = 1 /P(z) es entera. Mas aun, \f(z) I 
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tiende a cero cuando I z I tiende a infinito, porque 

l/M I---- 


Por tanto, I /(z) I esta acotada para todo 2 . Con base en el teorema de 
Liouville,/(z) y, consecuentemente, P(z), es constante, lo cual contradice la hi- 
potesis de que n > 0. Asi que P(z) tiene cuando menos una raiz. 

Para demostrar que P(z) tiene realmente n raices (incluyendo raices mul¬ 
tiples), observamos que, por el teorema fundamental del algebra, tiene por lo 
menos una raiz, por ejemplo, f 0 . Asi, 

P(z)=P(z)-P(l o) 

= a n (z n -$ n 0 ) + a n _ x {z n ~'- -$T 1 ) + --. + M*-fo) 

= (z-?o)Q(z), 

donde Q(z) es un polinomio en z de grado n - 1. Si n — 1 > 0, entonces Q(z) 
tiene una raiz. Si se continua de esta manera, se pueden extraer n factores de 
P(z); luego entonces, P(z) tiene exactamente n raices. ■ 


ejercicios 

1. Pruebe que una funcion entera, que satisface 1 /( 2 ) l< 1 2 I" para algun n y todos 
los 1 2 I suficientemente grandes, debe ser un polinomio. [Sugerencia: Aplique las 
desigualdades del Ejercicio 18, Seccion 2.3, ya sea a /l n+1 )(z) o a /( n ) (z).] 

2. Sea/(z) analitica en \z I < 1 y que satisface a/(0) = 0. Defina F(z) - f(z)/z 
para todo 2 en 0 < 1 2 I < 1. <iQue valor puede darsele a F( 0) para que F(z) sea 
analitica en 1 2 I < 1? ( Sugerencia: Aplique a F(z) en 1 2 I = r < 1 el teorema de 
Cauchy para las derivadas. Entonces muestre que la funcion resultante, analitica 
en 1 2 I < r, coincide con Fen 0 < 1 2 I < r. Use fracciones parciales.) 

3. Con base en los resultados del ejercicio anterior y en el principio del maximo, 
pruebe el lema de Schwarz: Sea/(z) analitica para 1 2 I < 1 y que satisface las 
condiciones /(0) = 0 y \f(z)\ < 1. Entonces I f(z) I < l2lyl/'(0)l< 1, con la 
igualdad que se cumple solo si/( 2 ) = e' 9 z para algun 6 real fijo- 

4. Muestre que, en el lema de Schwarz, 1 /( 2 ) I < 1 para 1 2 I < 1 implica que l/'(0) I 
^ 1 independientemente del valor de /(0). 

5. De un ejemplo para probar por que la condicion de funcion no nula es necesaria 
para la validez del principio del minimo. 

6. Sea /(z) analitica y no constante en 1 2 I <C R. Denote por M(r) el maximo de 
1/(2) I enl 2 I = r y pruebe que M(r) es estrictamente creciente para 0 < r < R. 

7. Pruebe que si/(z) es analitica y no constante en la region acotada G, es continua 
en G ,y tiene valor absoluto constante en la frontera de G, entonces debe tener al 
menos un cero en G. 

*8. Pruebe el teorema de los tres circulos: Si fiz) es analitica en una region que con- 
tiene el anillo 0 < r j lzl^Sr 2 y satisface las desigualdades I /( 2 ) I < en 
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I z I — r 1 y I f(z ) I ^ M 2 en I z I = r 2 , entonces el maximo de l /(z) I en I z I = r, 
r x r r 2 , es menor o igual a 

Afjlogrj/rJ/IIogrj/r,) . ^logr/r, )/(log r,/r,) _ 

9. Teorema fundamental del algebra (prueba alternativa): Muestre que cualquier 
polinomio no constante 

P(z) = a n z n + . . . + a x z + a 0 , a n 0, 

tiene al menos una raiz, suponiendo queP(z)no se anula e integrando a 0 /zP(z) 
sobre I z I = R con R -> 

2.5 El teorema de Cauchy-Goursat (opcionai) 

El teorema fundamental y el teorema de Cauchy, probados en las Secciones 2.1 
y 2 . 2 , proporcionan condiciones para garantizar que 

f(z)dz = 0, 

Jt 

donde y es una curva spp cerrada. El teorema fundamental requiere que f{z) 
sea la derivada continua de una funcion analltica F(z) en una region G que 
contenga y, mientras que el teorema de Cauchy requiere que/(z) sea analltica 
y tenga derivada continua sobre y en el interior de la curva de Jordan y spp. 
En esta seccion se probara que ambas hipotesis se satisfacen cuando /(z) es 
analltica. Mas arm, seremos capaces de extender el teorema de Cauchy a cual¬ 
quier curva 7 spp cerrada. 

El siguiente teorema proporciona el primer paso para probar que las fun- 
ciones analiticas tienen antiderivadas analiticas. Notese que este resultado es 
muy similar al teorema de Cauchy de la Seccion 2.2, excepto que no se supone 
que f'(z) es continua dentro del rectangulo R, mostrado en la Figura 2.8. 


•■.’'''.’.“it ^'T Z ’■ j.**- iSKFt' /“•i‘ v' f : . J ". 

Teorema DEeAUGHY-GouRSAi 

Sea f(z) una funcion analltica en una region que contenga al rectangulo 
R, dado por las desigualdades a^x^b, c^y^d. Entonces 

f(z) dz = 0 , 

JdR 

donde dR es la frontera de R. 


PRUEBA: Para simplificar la notacion, hagamos 

I{R)= i f{z)dz 
JdR 
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FlGURA 2.8. Bisecondo el rectangulo 


para cualquier rectangulo R. Ahora, si se divide R en cuatro rectangulos 
congruentes, R 1 , R 2 ,R 3 , R A , se observa que 

I{R) = I{R 1 )+I{R 2 )+I{R 2 ) +I{R A ), 
porque las integrales sobre los lados comunes se cancelan entre si — de acuerdo 
a la parte (iii) del primer teorema de la Section 2.3 —, ya que tienen orienta- 
ciones opuestas (vease Figura 2.8). Por la desigualdad del triangulo, se obtiene 

\I(R)\< \I{R 1 )\+ \I(R 2 ) 1+ \I(R 3 )\+ \I{R a )\, 
de ahl que al menos un R 1 satisfaga a l/(i?- ? ')l> 1/(7?) 1/4. Mas de un R 1 
pueden tener esta propiedad; elijase el que tenga menor supraindice y llamese 
R j. Si se repite el proceso anterior indefinidamente, se obtiene una sucesion 
anidada de rectangulos RDR 1 D‘ , 'DR n D R n+ i D • • • que satisfaran a 

\l(R n )\> - l-"-- 1 -) 1 , 

4 


lo cual implica que 


\I(R n )\> 


4 n 


(vease Figura 2.9). Denotese por z% = x% + iy* el vertice inferior izquierdo del 
rectangulo R n . Por la construccion de los rectangulos R n , es claro que las suce- 
siones y de numeros reales son no decrecientes y estan acotadas por 
arriba por b y d, respectivamente. Asi, sus llmites *:* y y* existen. Mostra- 


y 



Figura 2.9. sds^spb^... 
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remos que el punto z* = x* + iy* pertenece a todos los rectangulos R n . Si 
z n = x n + iy n es el vertice superior derecho de R n , entonces x n y y n son cotas 
superiores de las sucesiones, {jc*} y {y*j, esto implica que x* < x* < x n , y* 
^ y* ^ yn- Asi que z* pertenece a R n , para todo n. Ademas, ningun otro 
punto pertenece a todos los rectangulos R n , pues I z n — z* I -»• 0 cuando n 

Dado e > 0, se puede encontrar un 6 > 0 tal que f(z ) sea analitica y 


/(*)-/(**) 

z— z* 




<e, 


siempre y cuando Iz — z* I < 5. Para n suficientemente grande, se tiene a 
R n contenido en Iz—z*l<5. Como z*,/(z*) y f'(z*) son constantes, el 
Ejemplo 5 de la Seccion 2.1 implica que 


SR, 


f(z*) dz = 0 


SR, 


f'(z*)(z — z*) dz. 


De tal modo que, al agregar cero a la integral I(R n ), se tiene 




SR, 


lf( z ) -/(**) -f'(z*)(z - z*)] dz 


En base a la parte (iv) del primer teorema de la Seccion 2.3, y a las condiciones 
anteriores, se tiene 


•/(*«) 




SR, 


l/(z) -f(z*)-f'(z*)(z-z*)\\dz\ 


donde 


< e 


SR, 


Iz — z*l \dz\<eD n L n , 


D n = I z„ - z * 


3fl. 


I dz \ 


son, respectivamente, la diagonal y la longitud del perimetro de R n , Pero 
Dn=\D n _ 1 = . . . = 2~ n D, L n =\L n _i - ... = 2 ~ n L, 
donde D y L son la diagonal y la longitud del perimetro de R, asi que 

4~ n I/(./?) I < \I(R n ) l< eD n L n =4- n eDL. 

Por lo cual \I(R) I < eDL, y, como e es arbitrario, se podra tener unicamente 
I(R) = 0, y la prueba queda completa.B 

El siguiente paso es mostrar que cualquier funcion analitica en un disco 
tiene una antiderivada en ese disco. 


- 


‘mm. 




Teorema 

fi z ) es analitica en el disco I z — z 0 I <C r, entonces hay una funcion 
analitica F(z) en I z - z 0 1 <r que satisface F\z) = f(z). 
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FlGURA 2.10. Los arcos i z y i z 


PRUEBA: Para cualquier z en el disco I z — z 0 I <C r, sea y z el arco que consiste 
en los segmentos de recta que une a z 0 con x + iy 0 y a x + iy 0 con z, donde 
z = x + iy y z 0 = x 0 + iy 0 (vease Figura 2.10). Defina 




f(z) dz = 
1z 



f(t + iy 0 ) dt + i 


y f(x + it) dt. 
Vo 


( 1 ) 


Si y' z es el arco que consiste en los segmentos de recta que unen a z 0 con 
x 0 + l J y a x 0 + con z, entonces y z — y z es la frontera de un rectangulo y, 
segun el teorema de Cauchy-Goursat, 


h z -y z 


f(z) dz = 


f(z) dz 


, f( z ) dz - 


Tambien se puede calcular F{z ) a lo largo de la trayectoria y ' z , 


F(z) = ( /(z) dz = i f(x 0 + it) dt + f{t + iy) dt. 

hz J y o , x o 

La derivada parcial de (1) con respecto a y esta dada por 
F y (z) = i — P f(x + it) dt = if(x + iy) = if(z), 


( 2 ) 


dy 

debido a que la primera integral en (1) es independiente de y. En forma semejan- 
te, al tomar la derivada parcial de (2), con respecto a x, se llega a F x (z) = f(z). 
Asi, F(z) satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann 

F x (z)=f(z) = -iF y (z), 


y como f(z) es continua, se tienen condiciones suficientes para la analiticidad 
de F(z) en Iz — z 0 l<r. Finalmente, F\z) = F x (z) =f(z). ■ 

Como en calculo real, dos antiderivadas de la misma funcion difieren a lo 
mas por una constante: Si F(z) y H(z) son antiderivadas de la funcion/(z), en¬ 
tonces 


[F(z)-H(z)]'=f(z)-f(z) = 0, 
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lo cual implica que F(z) - H(z) es una constante, segun el teorema de la deriva- 
da cero de la Seccion 1.6. 

La prueba del teorema anterior puede extenderse a cualquier region 
simplemente conexa. 


Teorema de la antiderivada 

Sea f(z) analitica en una region G simplemente conexa. Entonces hay una 
funcion analitica F(z) en G tal que F'(z) = f(z). 


PRUEBA: Fije un punto z 0 en G. Luego, por el teorema sobre trayectorias po- 
ligonales de la Seccion 1.3, se puede encontrar un poligono, con lados parale- 
los a los ejes, que una a z 0 con cualquier punto z en G. Suponga despues que 
7 y j' son dos de tales poligonos; asi, 7 — j' consistira en un numero finito de 
fronteras de rectangulos en G (posiblemente algunos de ellos degenerados), re- 
corridos en sentidos positivo y negativo en forma alternada (vease Figura 2.11). 
Este hecho requiere una prueba delicada, para la cual se utiliza la conexidad 
simple de la region G, y se omite por ser intuitivamente clara (vease las Notas al 
final del capitulo). Por el teorema de Cauchy-Goursat, 


0 = 


, f(z) dz = 

7-7 


f(z) dz - 


r 


,f( z )dz. 


Asi, 


F(z) = 


f(z) dz = 


f(z) dz 


es independiente de la eleccion de la trayectoria. Si una linea horizontal (verti¬ 
cal) es el ultimo segmento de recta de 7 ( 7 ') y z 1 = x t + iy l el ultimo punto 
de interseccion, entonces 


F{z)=i 


/(*! 
y 1 


+ it) dt + 


* X 

X 1 


f(t + iy) dt + C 


f(t + iy ,) dt + i 


f(x + it) dt + C, 


donde z - x + iy y la constante C = F(zj). Al tomar las derivadas parciales, 
la primera ecuacion da F x (z) = f(z), y la segunda, F y (z) = if[z). Como/(z) es 
continua y F x = — iF y , F(z) es analitica en G y F'(z) = f(z). 

Es esencial que G sea simplemente conexo, porque, de otra manera, los 
poligonos 7 y 7 ' podrian formar un rectangulo con un “hoyo” en su interior. 
La funcion f(z) no seria analitica en una region que contuviese el rectangulo; 
por lo tanto, el teorema de Cauchy-Goursat no se aplicaria.B 
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FlGURA 2.11. La curva 7 - 7 ' que consiste en las franteras de los recfangulas en G 


Ejemplo 

La funcion f(z) = 1/z, analitica en 6- {o}, tiene a F(z ) = log z como 
antiderivada. Si se recorre la mitad superior del circulo unitario, con 1 al 
principio sobre la rama principal, se obtiene 

2 

mientras que, si se recorre la mitad inferior del circulo unitario, se tiene 

F (e-™r 2)= 

2 

De ahi que, en este caso, el valor de la antiderivada enz = 1 dependa 

de la trayectoria elegida. 


El teorema de la antiderivada proporciona una simplificacion inmediata de las 
hipotesis de los siguientes teoremas. 


Teorema fundamental 

Sea /(z) analitica en una region G simplemente conexa. Entonces, para 
cualquier arco 7 spp: z = z(£), a< L<j3, 

• \ 

7 

en donde F(z) es cualquier antiderivada de f(z) en G. 







96 


CAPITULO 2 


INTEGRACION COMPLEJA 


Teorema de Cauchy 

Si /(z) es analltica y 7 es una curva spp cerrada, en la region G simple- 
mente conexa, entonces 

[ f(*) dz = 0 . 



PRUEBA: Si f(z) es analltica en la region G simplemente conexa, existira una 
funcion analltica F(z) en G tal que F' = /. Asi, el teorema fundamental de la 
Seccion 2.1 se cumple, lo cual implica que, para cualquier arco 7 spp: >z = 
z(t),a<t<P, 

f(z)dz = F(z(P))-F(z(a)). 

Jy 

Si z(/3) = z(a), se obtiene el teorema de Cauchy. ■ 

Ahora consideremos las propiedades de las integrates del tipo encontrado 
en la formula integral de Cauchy. 


Teorema de Riemann 

Sea continua en el arco y, spp. Entonces la funcion 

r g(n x 


Fn(z) = 


n= 1,2,3,. . ., 


jy (S-*) n 

sera analltica en todo z en el complemento de 7 y su derivada satisfara a 
F' n (z) = nF n+l (z). 


PRUEBA: Elija un punto :z 0 que no pernetezca a 7 y un disco \z -- z 0 I < 5 
ajeno a 7 . Para z en el disco Iz — z 0 l< 5/2, se tiene 


lF I (z)-F 1 (z 0 )l = 





Iz -Z 0 


r [g(Wi 

I7 If-zl lf-z 0 I 



El arco 7 tiene longitud L finita, de ahi que sea un conjunto de puntos cerrado 
y acotado. Un teorema de calculo ordinario establece que las funciones reales 
continuas alcanzan un maximo en cualquier conjunto cerrado y acotado. Asi 
que || esta acotada por M en 7 . Como I f — z I > 5/2 para todo f de 7 , 






2 ML 
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lo que prueba la continuidad de F , (z) en z 0 . A1 aplicar este hecho a las fun- 


($-z) 

se encuentra que G i (z) es continua en z 0 , ya que g(f)/J£ — z 0 ) es continua 
en 7 . Entonces, como el cociente de las diferencias de F, (z) es igual a G, (z), 

F 2 (z 0 ) = G,(z 0 )= lim Gj (z) = lim = F\(z 0 ). 

z->z 0 z-z 0 Z — z 0 

Supongase que F^_j(z) = (n — 1 )F n {z) es verdadero (y, como es ar- 
bitraria, tambiSn que G^_j (z) = (n — 1 )G n (z))., Entonces 


£-*o (f-*)(f-*o) 

implica que 

F n (z)-F n {zo)= [G„_i (z) - G n 1 (^ 0 )] + (z — z 0 )G„(z). 
Ya que G„_i (z) es derivable, sera continua, y 

i g „ w i= f . <£££, 

Jr (f-r)"(f-*o) 6”* 1 

para Iz — z 0 I < 5/2. Por la desigualdad del triangulo. 


0 <lim lF„(z) - F n (z 0 ) l< 


2 n ML 


lim Iz — z n 1 = 0 , 


lo cual significa que F n (z) (y, por ende, G n (z)) es continua en z 0 . Asi, 

F' n (z 0 ) = lim P "- 1 (*)~ G »-l(*o) l + G „(z) 

L z — z 0 

~ (z 0 ) + G n (z 0 ) 

= nG„ (z 0 ) = nF n+ \ (z 0 ). 

La prueba se sigue ahora por induccion. ■ 

El teorema de Riemann proporciona una prueba del teorema de Cauchy 
para las derivadas, ademas del notable hecho de que las funciones analiticas 
tienen derivadas analiticas. 


TEOREMA DE CAUCHY PARA DERIVADAS 

Sea f(z) analitica en una region simplemente conexa que contiene la cur- 
va de Jordan 7 spp. Entonces, para todos los puntos j en el interior de 7 , 
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PRUEBA: Escriba g(z) = f(z) en el teorema de Riemann. Asi, 


Fx (f) = 


m 

7 Z — f 


dz - 2mf($) . 


por la formula integral de Cauchy para todos los puntos f en el interior de 7 .. 
Si aplicamos repetidamente, el teorema de Riemann, se tiene 


F F n(n _ K-i(n _ = Fl^ = 2mf^) 

n n(n — 1 ) n! n! 

lo que nos da 

) (f)= ~ F n+ !(f) = 

2 m 

y se sigue el resultado. Si se acuerda que = f y 01 = 1, la ecuacion ante¬ 
rior se reduce a la formula integral de Cauchy cuando n = 0. I 



n\ 


2m 


m 


(*-n 


n + l 


dz, 


COROLARIO 

Si/(z) es analitica en una region G, entonces tambien lo sera su derivada 
f'(z). Mas aun,/(z) tiene derivadas de todos los ordenes en G. 


PRUEBA: Como la analiticidad necesita probarse solo en una vecindad de un 
punto, para cada f podemos encontrar un disco I z— f I < r contenido en G. 
Sea 7 el circulo I z — f I = r. Entonces (f) exisdra para todo n entero posi- 
tivo, asi que f'(z) tendra una derivada en f y sera por tanto, analitica. ■ 
Este corolario completa la tarea de mostrar que las funciones analiticas 
tienen derivadas analiticas, y permite eliminar todas las hipotesis innecesarias 
en las versiones del teorema fundamental, del teorema de Cauchy y el teorema 
de Morera, que fueron probados en las Secciones 2.1-2.3. 


ejercicios 

1. Los polinomios de Laguerre L n (z) estan dados por 

L n (z) = e? —(z n e~ z ). 

V ' dz nX 1 

Muestre que, para todo z en el interior de la curva de Jordan 7 spp, 


L n (z) = 


n\ 

2m 




re 


y 


- df. 
n J 


2. Obtenga la formula de Wallis 


( nl2 2 nn,n (2»)! 7T 
cos* 9 do = ——— • _ 

Jo (2 n n !) 2 2 

al integrar /(z) = (z + l/z) 2n /z sobre Iz i = 1 . 
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3. Sea f(z) continua en la region Re z > (J y suponga que lim f(z) = O.Enton- 
ces, para todo numero negativo t, pruebe que 

if 1 ™ «**/(*) dz = 0, 

Jr R 

donde = {lzl=i?} H {Re2>cr}. 

*4. Sea f(z) analitica en el conjunto R*, obtenido al omitir un numero finito de pun- 
tos interiores z lt z 2 , . . z n del rectangulo R. Pruebe que 


dado que 


/(*) dz = 0 , 

Jafi 


bin (z -z k )f(z) = 0, 
z ^ z h 

para todo k = 1 , 2 , .... n. 

*5. Sea f(z) analitica en el conjunto D, obtenido al omitir Ios puntos 2 x , 
en 1 2 — 2 0 i < r. Pruebe que 


-2 i 


1 ^/( 2 ) dz = 0 

para cualquier curva y cerrada en 12 — z 0 I < r, dado que 

lim (2 - z k )f(z) = 0 , k = 1, 2, . . n. 
z ~* z k 


* 6 . Muestre que la aseveracion del Ejercicio 5 permanece cierta cuando D se obtiene 
al omitir un numero infinito de puntos z lt z 2 , . . .,que no tienen puntos de 
acumulacion en 12 — z 0 I < r. 


NOTAS 

SECCION 2.1 

Una prueba del teorema de la curva de Jordan se encuentra en [W, pag. 30]. 

SECCION 2.4 

Las generalizaciones del lema de Schwarz se pueden encontrar en [A, pag. 
136], 

SECCION 2.5 

Se puede mostrar que el teorema de Cauchy-Goursat se cumple en R con hipo- 
tesis mas debiles. [V, pag. 76] prueba que es valido para f(z) analitica en el 
interior de y continua en R. La verificacion, en el teorema de la antideri- 
vada, de que 7 — 7 ' consiste en las fronteras de un numero finito de rectan- 
gulos puede encontrarse en [A, pags. 141-143] o [L, pags. 128-131]. Una 
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prueba del teorema de Cauchy, que evita la topologia, ha sido dada reciente- 
mente por J. D. Dixon. Puede encontrarse en|L, pags. 148-150] o en el ar- 
dculo original en Proc. Amer. Math. Soc. 29(1971): 625-626. Mas generaliza- 
ciones del teorema de Cauchy pueden encontrarse en [A, pag. 144] y [Ho, 
pags. 3, 26]. El teorema d.e Riemann se cumple siempre y cuando f y I g(f) I • 
I d$ I < La prueba, al utilizar esta hipotesis mas debil, es esencialmente la 
misma. Una prueba de la analiticidad de la derivada, independiente de la in- 
tegracion, se da en [W, pag. 77]. 




<t» c 


Q Series 

O INFINITAS 


3.1 Serie de Taylor 


Definicion 

Una serie infinita de numeros complejos 

a \ + a 2 + • • • + CL n + . . . 

converge a la suma A, si las sumas parciales 

S n = a j + a-i + . . . + a n 

satisfacen S n -*■ A cuando n y, en este caso, se escribe 2“ a n = A. De 
otra manera, se dice que la serie diverge. A una serie con la propiedad de que 
los valores absolutos de sus terminos formen una serie convergente se le dice 
absolutamente convergente. 

Como a„+i = S„+i — S n , si la serie es convergente, se tiene que 
lim a n +\ = lim (S n+ \ — S„) = A — A = 0. 

n-+°° 

Asl, el termino general de una serie convergente tiende a cero. Esta condicion 
es necesaria, pero no sufidiente, como se muestra en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 1 

La serie 

1 + -JL + -J- + —(- J—-1- -i-J—uX-fXiXi 
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diverge porque, si se suman los terminos similares, 

i + (i + i) + (i + i + i) + (i + i + i + i) +.. 

las sumas parciales crecen indefinidamente. 


Una serie absolutamente convergente debe converger. La prueba se deja 
como ejercicio, ya que es indentica a la que se da en cualquier texto de calculo. 

Frecuentemente, es de gran interes una serie infinita de funciones defini- 
das en una region G. 

2 /»(*) =fl (z) +/ 2 (Z) + .. • • +fn(z) + ■ ■ • 

n= 1 

Se dice que la serie converge en G si converge para cada z 0 en G. se escribe 

f( z )= | fn{z) 

y a f(z ) se le llama suma de la serie. 


Ejemplo 2 

Muestre que la serie geometrica 


2 z n 
n =0 

converge a 



para I z I < 1 . 

SOLUCION: La division larga de polinomios da 

1 , „ , z n 

- = 1 + z + z 2 + . . . + z n ~~ l + -= S n _ 1 

1 -Z 1 -Z 

Como \z I < 1 , se sigue que z n -*■ 0 cuando n -> Asi, 


+ 



----- = 2 2 n , lzi<l. 

1 — Z n=0 


Se mostrara ahora que toda funcion analitica puede expresarse como una 
serie de Taylor convergente. 
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Teorema de Taylor 

Sea f(z) analitica en la region G, que contiene al punto z Q . Entonces, la 
representation 


/(*)=/(*«) + ^ (z_z„) + ...+ l'l liiil (z-z 0 )" +... 
1! n! 

es valida en todos los discos I z — z 0 I < r contenidos en G. 


PRUEBA: Sea z cualquier punto interior del disco cerrado I f —Z 0 1 < r contenido en 
G. Usese la formula integral de Cauchy para expresar/(z) como una integral. 


Ahora, 


m 


? -* = (f - z 0 ) 


m 

2m I f-z 0 l=r f — z 




1 - 


z — z r 


v 

Z -Z 0 

y 

r - z 0 


< 1 , 


J 

al usar las sumas parciales de la serie geometrica para reescribir la integral en la forma 


m 


— j m 

2m l S'— l=r f -- z 0 

r m 


df 


1 - 


Z — Zg 

f -z 0 J 


1 


2m lf-z 0 l=r f - z 0 




f -z 0 


f - z 0 


n—1 


+ On 


dS, 


donde 


Qb= (z-z o ra-Zo) n _ (Z-Z 0 )» 


i-(z-z 0 )/(f-z 0 ) (r-z)(r-zor- j 

Si se utiliza el teorema de Cauchy para las derivadas se obtiene 

/(z) =/(z 0 ) + (z -z 0 ) . . . + (z -z o) rt -l /(n -- 1)( " o) + 


1! 


(n - 1)! 


donde 


m 


R = (z ~z d r 

2m i f—z 0 1 =r (f-z)(f-z 0 ) n 


df.: 


Se elige a z dentro de I f — Z 0 I = r, sea I z:— :z 0 I = p,y si se observa que If — z I > r — p 
para todo f en If — z 0 I = r, se dene ,r. } 


-n 


n 


2TrM ft;, 

27T (r — p)r n r — p \r/ 
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FlGURA 3.1 . El disco l ? - z 0 1 < r contenido en G 


siendo M como el maximo de I/(f) I en I f — z 0 I = r (vease Figura 3.1). Pero 
p/r < 1, por lo que R n -*■ 0 cuando n -*■ °°. Por tanto, f(z) esta representada 
por la serie de Taylor para todos esos z. ■ 

Este teorema permite obtener series de Taylor para funciones analiticas 
de la misma manera en que se hace en el calculo ordinario. Por ejemplo, si 
f(z) = e z , entonces f^(z) = e z y f' n \ 0) = 1, y se obdene la serie de 
Maclaurin 


e*= 2 Z ", lzK«o, 

n -0 nl 

valida para todo zenS, ya que f(z) es entera. 

Los dos teoremas siguientes son consecuencias utiles del teorema de 
Taylor. 


sSPKspiS 




TEOREMA 

Si f{z) es analitica en una region G que eondene al punto z 0 ,y f^ n ^(z 0 ) = 0 
para n = 1,2,..., entonces f(z) sera constante en G. 


PRUEBA: Por el teorema de Taylor, f(z) = f(z 0 ) para todo z en cualquier 
disco If — z 0 I < r contenido en G. Sea g(z) - f(z) — f(z 0 ). Entonces g es 
analitica en G y g(z) = 0, n = 0, 1, 2, . . para todo z en este disco. Sea S el 
conjunto de todos los puntos z de G, en los cuales g^ (z)=0,n=0, 1,2, ...,. 
y sea T = G - S. Si z x esta en S, entonces, por el teorema de Taylor, g tendra 
la representacion en serie g(z) - 0 en todos los discos Iz — z x I<r contenidos 
en G. Por ende, con base en el argumento anterior, S es abierto, ya que todos 
sus puntos son interiores. Si z 1 esta en T, existe un entero n ^ 0, para el cual 
(zj) ¥= 0. Por tanto, en un disco centrado en z 1 y contenido en G, la serie 
de Taylor de g(z) no se anula; lo que implica que z, es un punto interior de T. 
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Asi, T es abierco. Ni T ni S contienen puntos frontera del otro porque ambos 
son abiertos. Como G es conexo, T debe ser vacfo; por ende, g(z) - f(z) — 
f(z 0 ) — 0 para todo z de G. ■ 

Este teorema implica que si una funcion/(z) analitica y no constante en 
una region G se anula en un punto z 0 de G, existira un entero positivo n, para 
el cual /M (z 0 ) ¥= 0. El mfnimo entero que satisfaga esto determinara el or den 
del cero defenz 0 y permitira eseribir 


f(z) = (z -z 0 ) n f n {z), f n (z) = 


m 


27 ri Jlf— Z 0 l=r (f —z)(f-z 0 ) n 


rff. 


con f n (z) analitica en el interior del disco If — z 0 I < r contenido en G —por el 
teorema de Cauchy—, para las derivadas (o por el teorema de Riemann de la 
Seccion 2.5). Aun mas, 


fn{* o) = 


2t ri J i£ 2 q i=r (f — z 0 )‘ 




n+ 


n\ 


Asi que existe una e-vecindad de z 0 totalmente contenida en G, en la cual 
f n (z) no se anula, ya qu ef n es continua. Esto muestra que z 0 es el unico cero 
de/en I z —z 0 I < e. Asi, se ha probado el teorema siguiente. 


Teorema 

i Los ceros de una funcion 




EATYi • 


no constante son 







Ejemplo 3 

Obtenga la serie de Maclaurin de f(z) = (1 — z) -2 . 


SOLUCION: Como/<")(*) = In + 1)1(1 -zH n+2 ), para » = 0,1,2,..., 

se dene/(”>(0) = (nil)! y 


= Jo + l-Kl. 

puesto que/(z) no es analitica enz = 1. La serie de Taylor de/(z), centra- 
da en el punto z Q = —1 es 


ya que 


1 _ £ (n + 1) 

(1 -zf «-0 2 n+2 

/(">(-!) = (n + l)!/2 n+2 . 


(* + !)", 


\z\<2. 
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EJEMPLO 4 

Encuentre el orden del cero de /(z) = 2z(e z — 1) en z = 0. 

SOLUCION: Primero calcule 0) para n = 0, 1, 2, . . . Como 
f'(z) = 2 ze z + 2(e z — 1 ), f'(z) = 2 ze z + \e z , 

se encuentra que f"(0) = 4, asi que el orden es 2. Tambien resulta claro, 
a partir de la serie de Maclaurin de f(z) 

oo 2 n ( Z Z^“ \ 

2z(e z — 1 ) = 2z 2 —- =2z 2 1 + — +...). 

n -1 n! V 2! 3! J 


Se debe tener especial cuidado al buscar la serie de Taylor de funciones 
analidcas definidas en una superficie de Riemann. Vease el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 5 

Es importante recordar que la funcion log z se define en la superficie de 
Riemann R, descrita en la Seccion 1.9. Al construlr la serie de Taylor de 
/(z) = logz es esencial especificar la rama de que se trata. Si se busca la 
serie de Taylor alrededor de z = 1, que es un punto en la rama principal, 
se dene / (n) (z) = (—l) n_1 (n — l)!z~", n = 1, 2, 3, . . y log 1 =' 
Log 1 = 0, asi que 


Log z - 2 


/^U) 


n \ 


( Z _.!)» = _ 2 


(l-z)" 


Por otra parte, la serie de Taylor alrededor de z = e 2m en la siguiente 
rama de (R es 

» (1 

log z = 2m - 2 i- , 

n =l n 

ya que las funciones /M(z) son analiticas en (S — I 0 / y 

f{e 2ni ) = log e 2ni = 2m, 

f{n)(e 2 "i)= (_l)n-l (n _ 1)!, „= 1, 2 ,. . . 

Se pueden aplicar observaciones similares a cualquier otra rama de (R. 
Las formulas son validas en Iz — 1 I < 1, ya que f- n \z) no es analitica en 
z = 0, para n = 0, 1 , 2, . . . 


EJEMPLO 6 

Muestre que no existe una funcion analitica en I z I < 2 que satisfaga la 
condicion 


f(l)= til, 


n 


n 


n= 1, 2, 3, . . . 
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SOLUCION: Si existiera, F(z) - z — /(z) seria una funcion analitica no i 
constante, que satisfaria F(l/2m) = 0, para m = 1, 2, 3, . . . Por tan- 
to, z = 0 es un cero de/(z) que no es aislado, lo cual contradice el teore- 
ma anterior. 

EJERCICIOS 

oo 

1. Muestre que la serie 2 1/n diverge. 

n=l 

2. Pruebe que una serie absolutamente convergente debe converger. 

Obtenga las series de Maclaurin dadas en los Ejercicios 3-7. 

oo — ^ 

3. senz = 2 (-l)"- 1 -, lzl<°° 

n=l (2 n — 1)! 

oo Z 2n 

4. cos z= 2 (-l) n -, Iz I < °° 

n=0 (2n)! 

o„ z 2n-l 

5. senh z = 2 --— > I z I < °° 

n=1 (2 n — 1)! 

°» z^ n 

6 . cosh z = 2 ——> I z I < °° 

n =0 (2n)! 

7. —1— = 2 z 2n , Iz l< 1 

1 — Z 2 n =0 

En los Ejercicios 8-15, desarrolle las funciones dadas en una serie de Taylor alrededor 
de z 0 . Indique el maximo disco donde sea valida esta representacion. 


8. f(z) = —— > z 0 = —1 

1 —z 

9-/(*)= T-—’ 

1 —z 

Z 0 = 2 

7 r 

10. /(z) = cos z, z° = — 

11. /(z) = senz. 

7 r 

2 ° 2 

12. f(z) = -, z 0 = 1 

z 

13./(z) = Logz, 

z 0 = 2 

14./(z) = logz, z 0 = — 1 

15. /(z) = logz. 

z 0 - 2e 3,rl 


Encuentre el orden del cero en z = 0 de las funciones dadas en los Ejercicios 16-19. 

16. z 2 (cos z — 1 ) 17. 6 senz 2 + z 2 (z 4 — 6 ) 

18. z — tan z 19. z 2 — senh z 2 

20. Pruebe que si dos funciones analiticas en una region G coinciden en un subcon- 
junto de G, que tiene un punto de acumulacion de G, entonces coinciden en to- 
dos los puntos de G. 

21 . 0 , 1 , 0 ,- 1 , 0 , 1 , 0 ,- 1 ,... 

22 . 1 , 0 , i, 0 ,- 5 , 0 ,- 7 , 0 ,- 9 , 0 , . . . 

OQi2.3.Ai._6._7._§- 

3> 5> 7i 9) 11 > 13) 15> • • • 
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Determine si existe una funcion analitica en I z I <C 2 que tome, en los puntos z = 1/n, 

n = 1, 2, 3, . . . , los valores dados en los Ejercicios 21-24. 

9/i JL ii. JLi. X ± _L 

2 > 2 > 3 > 3 » 4) 4) 5 > — S > • • • 

25. De un ejemplo de dos funciones que coincidan en un numero infinito de puntos 
de una region G y, no obstante, sean diferentes. 

26. Muestre que si f es una funcion analitica no constante en G, el conjunto de pun¬ 
tos que satisfacen f(z ) = (X, a en 6 , no tiene un punto de acumulacion en G. 

27. Pruebe el teorema del binomio para a complejo: 


(Hz)’.H E !) t a (a-l)(a-Z) z , 

1 1*2 1-2-3 


I z I < 1. 


3.2 CONVERGENCIA UNIFORME DE SERIES 


En esta seccion se probara el inverso del teorema de Taylor, a saber que las se¬ 
ries de potencias convergentes son de hecho funciones analiticas en sus regiones 
de convergencia. 

Definicion 

La serie f(z) = 27 f n (z) es uniformemente convergpnte en G, si para todo 
e > 0 existe un numero positivo K tal que 

/(z) - 2 f n (z) < e, 

n =1 

para cualquier k > K y z en G. 

La convergencia uniforme difiere de la convergencia en que, para esta ul¬ 
tima solo se necesita mostrar la existencia de una funcion positiva K{z), tal que 
para cada z 0 en G, 

/(z 0 )- 2 f n {z 0 ) < e, 

n =1 

siempre y cuando k > K{z Q ). La importancia del concepto de convergencia 
uniforme se ve en el siguiente resultado. 



Teorema de Weierstrass 

La suma de una serie uniformemente convergente de funciones analiticas 
es analitica y puede derivarse o integrarse termino por termino. 


PRUEBA: Sea /(z) = 27 f n (- 2 ) con cada f n (z) analitica en la region G. Dado 
e > 0, existira un numero positivo K tal que 

/(z)- 2 / n (z) < 1 , 

n=l d 
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para k > K y todo z en G. En cualquier z 0 de G y k (> K), fija, existe una 5 tal 
que 


ifn{z) 

n -1 


2 f„{z o) 
n~ 1 



siempre que z este en Gy \z — z 0 I < 5, ya que la suma parcial es continua. 
Asl, por la desigualdad del triangulo, 


'/(*) ~f{ z o) 


< 


f( z )- *fn( z ) 
n—\ 


2 f n {z) - 2 fn i z o) 
n=l n-'l 


< e 


+ 


2 /n(*o) -f{z o) 

71 = 1 


siempre y cuando z pertenezca aGylz — z 0 I < 5. Luego,/ es continua en G. 
Por el teorema de Cauchy, para cualquier curva 7 spp cerrada en un disco 
contenido en G, 


J ^ fn( z ) dz = 0,n = 1 , 2 , . . 


por ende, 


[ f{z)dz 


f(z) dz — 


k 

2 


72 = 1 


7 


fn i z ) dz 





2 •/„(*) 

72=1 


I dz \ < 


eL 

3 


donde L es la longitud de 7 . Como e puede estar arbitrariamente cercano a 
cero, la extension del teorema de Morera (Ejercicio 23, Seccion 2.3) es valida y 
f(z) es analitica en G. (Si G es simplemente conexa, se sigue directamente del 
teorema de Morera.) En particular, lo anterior muestra que en cualquier arco 
7 spp en G, 


f(z) dz 


2 

n=l J 


fn ( z ) dz. 


Ademas, por la formula de Cauchy para las derivadas, 


f\z)- 2 f n {z) 

72 = 1 



1 f 


27 ri „ 


/(?) - 2„ =1 /„(?) 


if— 0 1=- (r-^) 2 

para todo z que satisfaga I z — z 0 l<r/ 2 , k > ic, y I f — z 0 




3 r 


< r contenido en G 

(vease Figura 3.2). Asi, la serie 2 f„{z) converge uniformemente a f'(z) en 
\z — z 0 l< r/2, Ahora la prueba esta completa. 

El teorema de Weierstrass puede aplicarse a la serie depotencias 27 a n (z—z 0 ) 71 , 
ya que cada termino de la serie es una funcion entera. Antes de proceder en 
esta direccion, es conveniente mencionar algunos comentarios acerca de las 
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series de potencias. Notese que la sustitucion f = z — z 0 transforma la serie 
anterior en la serie 2 1 a n £ n , asi que solamente consideramos series de poten¬ 
cias de esta ultima forma. 

Del calculo alemental, se debe recordar el concepto de radio de conver- 
gencia R de una serie de potencias Si r n x ”,donde los coeficientes r n son rea¬ 
les. El numero 0 ^ R ^ oo tiene la propiedad de que la serie converge absolu- 
tamente para I x I < R y diverge para I x I > R, y que R puede calculate por 
medio de la formula 


R= 11m 


r n +1 


dado que el limite existe. Desafortunadamente, para series como 
2 + x + 2x 2 + x 3 + . . . + 2x 2k + x 2k+l + . . 


la razon de los coeficientes \ r n /r n+x I es, alternada, \y2, asi que no existe el 
limite. Ahora se dara una formula que pueda usarse siempre para calcular 
el radio de convergencia R de una serie de potencias 2 7 a n z n , y se probar a 
que R se comporta de la misma manera que en el caso de series de potencias 
reales. 


Formula de hadamard 

El radio de convergencia R de una serie de potencias 27 a n z n esta dado por 

i? -1 = lim sup jy \a n \= lim [inf( \a n \ l l n , I a n + l | 1 /(” +1 ) . . ,)1. 
n-+°° n~+°° 7 


La minima cota superior (inf) decrece o permanece constante cuando n 
aumenta, asi que el limite existe siempre (con el infinito como un valor permi- 
tido). Si -> 1 cuando n oo, la serie 

2 + x + 2x 2 + x 3 + . . . 
tiene como radio de convergencia R = 1. 
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I'M 


Teorema de Abel 

Sea R el radio de convergencia de la serie de potertcias 2~ a n z n . Entonces: 

(i) La serie converge absolutamente en Iz I < R , y es uniformemente en 
\z\<p,p<R. 

(ii) La serie diverge en \z l> R. 

(iii) La suma de la serie es analitica en \z I KR, y su derivada, obtenida a 1 
derivar termino por termino, tiene el mismo radio de convergencia. 


PRUEBA: (i) Sea \z I < r < R. Entonces, r 1 > R 1 , asi que la definicion de 
lim sup implica la existencia de un entero N tal que I a n I < r~ n para todo n > N. 
Entonces 


2 

n=N 


I a n I Iz l n < 2 
n=N 




por la serie geometrica (Ejemplo 2, Section 3.1), ya que I z/r I < 1. Asi, la serie 
converge absolutamente en lzl<r para cualquier r<.R, y, por ende, en 
I z I < R. Para mostrar la convergencia uniforme, se elige I z I < p < r < R, en¬ 
tonces, por lo que se hizo anteriormente y por la desigualdad del triangulo, 

n=k 


< 2 

n-N 


lzl n < 


N 


1-|- P 


para todo k > N y I z I < p. 

(ii) Si Iz I > r > R, entonces r _1 < R~ l y la definicion de lim sup es- 
tablece la existencia de un numero inflnito de enteros n, para los cuales r~ n < 
\a n I. Por tanto, un numero infinito de terminos de la sucesion satisfacen 

I a n z n l> I z/r I" y son, por ello, no acotados. 

(iii) Se sigue del teorema de Weierstrass que la suma es analitica en I z I < 

R yque su derivada puede obtenerse por derivacion termino por termino. Fi- 
nalmente, si se hace 1 + c n ; entonces, por el teorema del binomio, 


n-(l+c n )">l + 



c 


2 

n 9 


lo cual implica que c% < 2/n. Asi, c n 0 cuando n ->■ Se calcula el radio 
de convergencia de la derivada 27 na„z n_1 observando que lim sup^l a n I 



n~+ 00 

< lim yfn • lim sup \/\a n I = lim sup \a n I. 

n—^oo n-+oo n~* 00 
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Ejemplo 1 

Considere la serie 

1 -z 2 + z 4 -z 6 + . . . 


En tal caso I a n I se anula para n impar y es igual a 1 para n par. Enton- 
ces, R = 1; as!, la serie converge absolutamente en Izl < 1, uniforme- 
mente en I z I < r < 1, y diverge en I z I > 1. Aun mas, representa alguna 
funcion analitica en lzl<l. Nada se ha dicho de lzl = 1; sin embargo, 
observese que la serie diverge en todos los puntos de Iz I = 1 , ya que su 
termino general no tiende a cero. Con el Ejemplo 2, de la Seccion 3.1, se 
encuentra que 


- l — = 1 - z 2 +z 4 -z 6 + . . ., 

1 + z 2 


Iz I < 1 . 


Notese que la serie es analitica solo en I z I < 1, mientras que la fun¬ 
cion (1 + z 2 )“ 1 es analitica en todo C excepto en z = ±i. Se puede in- 
tegrar la serie termino por termino en cualquier trayectoria dentro del 
rfrculo unitario para obtener 


dz 


0 1 +z 2 


Z J Z J 

T T 



lzl< 1 . 


En particular, la funcion 


/(*) = 


1 


dz 


o 1 +z 2 




0 < Iz I < 1 , 


/( 0 ) = 1 

es analitica en I z J < 1 , lo que ilustra una manera util de mostrar la anali- 
ticidad. 


Ejemplo 2 

Encuentre el radio de convergencia de las variables de potencias 

00 Z n 00 Z n 00 t 

(a) 2 — , (b) 2 — > (c) 2 2 n z n . 

n= 1 n n= 0 n! n~l 

SOLUCION: (a) Por la prueba del teorema de Abel, (l/n) 1 /” = l/\/n 
tiende a 1 cuando n -*■ °° , asi, R = 1 para la serie (a). Observese que 
este resultado tambien se puede obtener con la formula de la razon. 
Para (b) es mas facil usar la formula de la razon 

r n 

r n +1 

y R = °°. 


(n + 1 )! 

-— = n + 1 


nl 


n -*■ 
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En la serie (c) la formula de la razon no puede usarse, ya que con- 
tiene un numero infinito de coeficientes igual a cero. Aqui R = 1, debido 
a que se tiene 

(2” )!/»«= 2 /("-i)! -►e 0 = 1, n-*•«>, 

y todos los otros terminos se anulan. 


EJEMPLO 3 

Encuentre solucion analitica de la ecuacion diferencial 

f"(z)-2zf'(z)-2f(z) = 0 
con condiciones iniciales /(0 )=l,/'(0) = 0. 


SOLUCION: Derive la serie 


f(z) = a 0 + ayZ + a 2 z 2 + . 

. . +a n z n + . . ., 

a 0 - 1, 

dos veces, para obtener 

f'(z) = flj + 2a 2 z + 3a 3 z 2 + . 

.. + na n z n ~ l + . . 

«i = o, 


f"(z) = 2a-i + 6 a 3 z + . . . + (n + 2) (n + l)a n + 2 Z n + . . . . 
Entonces, al agrupar terminos de potencias iguales, 


f"(z) - 2 zf'{z) ^ 2 f{z) = 2 [{n + 2)(n + l)a„+2 - 2 (n + \)a n ]z n - 0, 
n= 0 

asi que (n + 1) [(n + 2)a„+2 — 2 a n ] = 0, para n = 0, 1, 2, . . . La 
ecuacion de recurrencia a„+2 = 2a n /(n + 2) implica que la solucion 
analitica general de la ecuacion diferencial es 

f{z)=a 0 (l+z +— + 

2! 3! 

+ aiz (1+ — (2z) 2 + — (2z) 4 + — (2 z) 6 + 

\ 3! 5! 7! / 

Gomo a 0 = 1 y a x = 0, se obtiene la funcidn entera 

f(z) = 1 + z 2 + — + — + ... = e 2 " 

2! 3! 

como la solucion analitica al problema de valor inicial. 


ejercicios 

Encuentre la radio de convergencia de las series dadas en los Ejercicios 1-6. 
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3. 2 z 2n 

71 = 0 

5. 2 [2 + (-l) n ] n z M 

71 = 0 


4. 2 z n: 

71 = 1 


6. 2 (cos in)z n 

n=o 


Si el radio de convergencia de la serie 2 0 a n z n es/?(0 <C R < °°),encuentre el radio 
de convergencia de las series dadas en los Ejercicios 7-12. 


7. 

2 

n k a n z n 

8. 

2 

n n a n z‘ 


n=0 


n =1 

9. 

oo 

2 

a k n z n 

10. 

oo 

2 

a n z n + k 


7l=\ 


71=0 

11. 

2 

a n ^ 

12. 

oo 

2 

a n z n * 


71=0 



3 

II 

O 


En los Ejercicios 13-16, desarrolle las funciones en series de potencias centradas en 0, y 
encuentre sus radios de convergencia, sin usar el teorema de Taylor. 


13. 


15. 


(1 -*) 

* senz 


14. Log( 1 + z) 


dz 


o 



z^O 
z = 0 


17. Encuentre la serie de potencias mas general (con dos constantes arbitrarias) que 
satisfaga la ecuacion diferencial f"(z) + f(z) = 0. Exprese la suma en terminos 
de funciones elementales. 

18. Encuentre una serie de Maclaurin que resuelva la ecuacion diferencial f'(z) — 
1 + zf(z) con la condicion inicial/(0) = O.^Cual es su radio de convergencia? 

19. Determine la serie de Maclaurin general que solucione la ecuacion diferencial 
zf (z) + f (z) + zf(z) = 0 y muestre que es entera. (Sugerencia: Pruebe que 
\fnl -> °° cuando n -*■ ya que (f es entera). 

20. Encuentre la solucion general, en serie de Maclaurin de la ecuacion diferencial 

(! - z 1 ) f\z) - 2 zf'{z) + n(n + 1 )f(z) = 0. 

21. Suponga que f{z) y g(z) son analiticas en una vecindad de z 0 y quey(z 0 )=g(z 0 ) 
= 0 mientras que g'(z 0 ) ^ 0. Pruebe el teorema de L’Hospital 


lim 


A*) = f'( z q ) _ 

g{z) g'{z 0 ) 

22. Resuelva el Ejercicio 2, Seccion 2.4, con el metodo de esta seccion. 

23. Encuentre la suma en I z I < 1 de la serie 


2tt ( 47t\ / 67T > , 

sen — + sen - Z + sen — ) Z + . . . 

3 V 3 / V 3 
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24. Demuestre la prueba de la razon: Si 


lim 

n-*“ 


a n +1 


7 ?, 


entonces R sera el radio de convergencia de la serie 2 a n z n . 

Ahora, para los Ejercicios 25-27, permita que sea g(t) una funcion compleja continua 
en 0 *=* t < 1 y defina 

f ( z) = £ g(i)e zt dt. 

25. Muestre que, para z fija, la serie 

■*(,)«"= 2 

n=0 nl 

converge uniformemente en 0 < t < 1. 

26. Pruebe que f(z) es entera. ( Sugerencia: Utilice el Ejercicio 25 para intercambiar 
la sumatoria y la integral.) 

27. Pruebe que/'(z) = dt. 

28. Sea g(t) continua enO < t < 1 Ahora defina 


fc) 


g(t) sen (zt) dt. 


Pruebe que f(z) es entera y encuentre su derivada. 

29. Sea g(t) continua en 0 < t < 1 Defina 


m 


n 


g{t) 


- ! o 1 - zt 


dt. 


lzl<l. 


Pruebe que f(z) es analitica en \z I < 1 y encuentre su derivada. 

30. Utilice una serie de Maclaurin para resolver la ecuacion funcional 


/(z 2 ) =z +/(z). 


;Donde converge la serie? 


3.3 Series de Laurent 


L.a serie 


0-0 





puede considerarse una serie de potencias en la variable 1/z. Si R es su radio de 
convergencia, la serie convergera absolutamente siempre que 11/z I <7? o 
Iz I > 1 /R. La convergencia es uniforme en toda region Iz I > p, p > 1/7?, y 
la serie diverge para izl < 1/7?. Asi que la serie representa una funcion 
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analitica en I z I > l/R.. A1 combinarse una serie de este tipo con una serie de 
potencias ordinaria se obtiene una de la forma 


Supongase que la parte ordinaria converge en un disco I z I < R y que la otra 
parte converge en una region I z I > r. Si r < R , entonces existe un anillo 
abierto donde ambas series convergen: r < Iz I < R (vease Figura 3.3). 

La serie representa una funcion analitica en este anillo. En forma semejante, 


representa una funcion analitica en el anillo r < Iz — z 0 l<i?. A un de 
sarrollo de este tipo se le llamara serie de Laurent. Reciprocamente, se proba 
ra ahora que una funcion analitica en el anillo r < Iz — z 0 l<i? puede 
desarrollarse en una serie de Laurent. 


Teorema de Laurent 

Si /(z) es analitica en el anillo r < Iz — z 0 I < R, < 
sarrollarse de mianera unica en una serie de Laurent 


donde 


FlGURA 3.3. Region de convergence de und serie de Laurent alrededor de z, 
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Figura 3.4. 


PRUEBA: Denotense por y y 2 los rirculos Iz — z 0 I = r + e y iz — z 0 I = 
R — e, respectivamente, con 0 < e < (R — r)j2 (vease Figura 3.4). Por la for¬ 
mula integral de Cauchy, 


/(*) = 


1 

2m 


-ii 


m K 

t-z 


1 

2 m 


* /(f) <*f 

y i f — * 


para todo z que satisfaga r + 6 < \z — z 0 I < i? — e. El teorema de Riemann 
(o el de Cauchy y el de Cauchy para las derivadas) proporciona la analiticidad 
de cada integral en los complementos de las curvas 7i y 72 • Si se procede exac- 
tamente igual que cuando se probo el teorema de Taylor, la primera integral 
se transforma en 


con 


a n = 


1 

2m 


2m 


7 2 f -Z »=0 


/(?) rff 

n+1 


(fT — -Co) 


n = 0, 1, 2,- 


Para la segunda integral observese que, por la serie geometrica (Ejemplo 
2, Seccion 3.1), 


-1 




f“* (z -Z 0 ) - (f -z 0 ) Z-Z 0 n=0 

ya que I f — z 0 I < Iz — z 0 I sobre 7 t . Aun mas, la serie converge uniforme- 
mente en f para f en el interior de 7i • Con el teorema de Weierstrass, se 
puede integrar termino por termino para obtener 


1 

2m 


m 


n f 


dt= f j(z -z 0 )-(" +1 ) 

2m 


n=0 
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Finalmente, como /(f)/(f — z 0 ) n+ 1 es analitica sobre y en el interior de y 2 — y, 
o y — 7i, donde y es el circulo if — z 0 I = p, r < p < R, el teorema de 
Cauchy implica que se puede reemplazar y y o y 2 por y en el calculo de los coe- 
ficientes a n . Notese que si e puede elegirse arbitrariamente cercano a cero se 
llega a la representacion deseada en el anillo r< I z—z 0 I <R. ■ 

La representacion en serie de Laurent de una funcion dada es unica, ya 
que si f(z) tuviera representaciones 


f(z)= S a n {z-z 0 )\ f(z) = S b n (z — z 0 ) n , 

n=—oo n =~o° 

entonces, al multiplicar por (z — z 0 ) k ( para cualquier entero k, y al integrar a 
lo largo de \z — z 0 I = p se tendril, por convergencia uniforme, 


/% r* 

l a n • (iz- Zo ) n+k dz= 2 b n ‘ (z-z 0 ) n+k dz. 

n —oo Jy n=-» J 7 


Como todas las potencias de z — z 0 excepto (z — z 0 ) _1 , tienen antideri- 
vadas analiticas en r < Iz — z 0 I < R, sus integrates se anulan por el teorema 
fundamental. As! 27p'a_&_x = 2’nib_k_\, lo cual implica que ak = b^ para 
todo entero k. 

Frecuentemente los coeficientes a n no se obtienen por medio de sus for¬ 
mulas integrales. Se daran ejemplos de las tecnicas que se emplean para evitar 
este calculo. 
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Ejemplo 2 

Considere la funcion (z 2 — 3z + 2) _1 . Es analitica en todas partes, ex- 
cepto en z = 1,2. Encuentre su serie de Laurent en las regiones (a) 1 < 
\z I < 2, (b) \z I < 1, (c) \z I > 2 y (d) 0 < \z — 11< 1. 

SOLUCION: (a) En el anillo 1 < \z I < 2, al escribir 

1 = 1 1 
(z — l)(z — 2) z — 2 z — 1 


se pueden desarrollar las fracciones en la forma 

I I 

1 12 z 


2 z 


= --f 
2 «=0 

ya que I 1/z I < 1 y I z/2 I < 1. Asi, 




1 

S - 1)(^ - 2) 


-i 

_ 2 z" 



(b) Para I z I < 1, se desarrolla la expresion como 


1 

z- 2 



1 

2 




2 


n -0 



Por tanto, 


1 


(z - l)(z - 2) 


- 2 
n -0 



I Z 1 < 1. 


(c) Aqui 


1 1 



n=—oo 


2 < Izl. 
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(d) En 0 < I z — 11 < 1, se obtiene 


1 1 

1 

1 

z - 2 z - 1 

z - 1 

1 — (z — 1 ) 


1 

- S {z-l) n . 

n=0 


z - 1 

Por tanto, en 0 < 1 z — 1 

Kl, 


1 

1 

1 

(z 1) (z 2) z 

-1 

1 - (Z - 1) n 


(z-l)\ 


Ejercicios 

Encuentre la serie de Laurent de la funcion (z 2 + z) -1 en las regiones de los Ejerci¬ 
cios 1-3. 

1. 0 < Iz I < 1 2. 0< I z — 11 < 1 3. 1 < Iz — ll<2 

Represente la funcion (z 3 — z) -1 como una serie de Laurent en las regiones de los 
Ejercicios 4-7. 

4. 0 < Iz I< 1 5. 1 < Iz I 

6. 0 < iz - 11< 1 7. 1 < Iz - 11 < 2 

Encuentre la serie de Laurent de la funcion z/(z 2 + z — 2) en las regiones dadas en 
los Ejercicios 8-13. 

8. Iz I < 1 9. 0 < Iz - 1 l<3 

10. 0 < Iz + 2 I < 3 11. 1 < Iz I < 2 

12. Iz I> 2 13. iz + 2 l> 3 


Represente las funciones dadas en los Ejercicios 14-17 como series de Laurent en la re¬ 
gion 0 < Iz l<°°. 

14. ze^l z 15. e z+l l z 


16. sen z sen — 
z 


17. sen 



1 

z 


Encuentre las series de Laurent de las funciones de los Ejercicios 18-21 en la region 


0 < I z — 11 < 1. 
1 


18. 


1 

~ sen — 
1 2 


1 

19. — sen 
2 



20. sen - 21 .2 sen - 

z(z—1) z — 1 

22. Suponga que/(z) es analitica y acotada por M enr I z — z 0 I <C R. Muestre que 
los coeficientes de su serie de Laurent satisfacen 


\a n \<MR- n , I a_ n I < Mr* , n = 0,1,2,... 

Suponga que r = 0. ^Se puede definir f(z 0 ) de tal forma que/(z) sea analitica 
en Iz — z 0 I< R? 
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23. La funcion de Bessel J n (z) se define como el ra-esimo coeficiente (n > 0) de la 
serie de Laurent de la funcion 

g( z /2) (f—1/?) = f J„{z)£ n . 

n-— 00 

Muestre que 

Jn{ z ) = ~ I cos(ra£? — z sen 0).af0. 

7T J 0 

24. Use los coeficientes de la serie de Laurent de e^! z en Iz I > 0, para mostrar que 

— f e cose cos(sen 6 — nd)d6 = —, n = 0, 1, 2,. . . 

2tt J -«■ n! 

(Sugerencia: Integre sobre Iz I = 1.) 

25. Evalue la integral 



(cos 0) m cos nd dQ, 


m, n enteros, 


comparando los coeficientes de la serie de Laurent de (z + l./z) m con su desarro- 
llo binomial. 

26. Encuentre la serie de Laurent de esc z en 7T < Iz I < 27T. 


3.4 SINGULARIDADES AISLADAS 


Se dice que una funcion/(z), analitica en una region 0 < Iz — z 0 I< R, pero 
no analitica o no necesariamente defmida en z 0 , tiene una singularidad aisla- 
da en z 0 . Estas singularidades se clasifican en tres categorias. 

(i) Singularidades removibles son aquellas donde es posible asignar a 
f(z 0 ) un numero complejo, de tal forma que/(z) se vuelve analitica en Iz — z 0 I 
< R. En este caso, es necesario que /(z) -*■ A (^ °°) cuando z -*■ z 0 . Pe¬ 
ro, en tales circunstancias,/(z) es analitica en 0 < Iz — z 0 I < Rj2 y continua 
en Iz — z 0 I < Rj 2; por ende, el principio del maximo implica que/(z) es 
acotada en Iz — z 0 l<f?/2. Por la estimacion de Cauchy, o con el Ejercicio 
22, Seccion 3.3, la serie de Laurent dej{z) es una serie de Taylor convergente, 
o sea, una funcion analitica en Iz — z 0 I < R. Por tanto, la existencia del 
limite es necesaria y suficiente para garantizar que la singularidad es remo- 
vible. 

(ii) Los polos aparecen siempre que /(z) -*■ 0 ° cuando z -*■ z 0 . Observe 
que aqui la funcion g(z ) = 1 //(z) tiene una singularidad removible en z 0 con 
g{z 0 ) = 0, y z 0 es un cero aislado de g(z), puesto que /(z) no es cero yes finita 
en un conjunto 0 < Iz — z 0 I < r < R. Si el orden del cero de g(z) en z 0 es 
n ’ S( z ) = ( z - z o) n gn( z ), entonces f(z) = (z - z 0 )~ n f n (z), donde /„(z) = 
1 jg n (z) es analitica en I z — z 0 I < r. A n se le llama orden del polo de/en z 0 . 
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Ademas, la serie de Laurent de/(z), centrada en z 0 , es el producto de (z — z 0 ) n 
y la serie de Taylor de / n (z) en z 0 , as! que se escribe 

E a k (z-z 0 ) k , a_„#0. 
k=-n 

Como g(z) es una funcion analitica no constante en Iz — z 0 I < r, el orden del 
cero de g en z 0 debe ser finito. Entonces, el orden del polo de f(z) en z 0 debe ser 
tambien finito. 


(iii) Singularidades esenciales son todas las aisladas que no son remo- 
vibles ni polos. En este caso,/(z) no tiene limite cuando z -*■ z 0 , y un numero 
infinito de coeficientes a_ n , n = 1, 2, 3, . . ., de su serie de Laurent alrede- 
dor de z 0 no se anulan; puesto que, de otra manera, z 0 serfa un polo o una 
singularidad removible. 

Se dan algunos ejemplos para ampliar las definiciones. Observese que 
senz _ z 2 + z 4 
z 3! 5! 


tiene una singularidad removible en z = 0. De tal forma que 

senz 

/(*) = 


es enter a. Por otra parte, 


z 

1, 


z#0, 
z = 0, 


cos z 


1 

2!~ 


4! 


tiene un polo de orden 2 en z = 0. Finalmente, 

e'l* 


1 


1 + - + 
z 


1 


2 \z 2 


tiene una singularidad esencial en z = 0. 

El concepto de singularidades aisladas tambien se aplica a las funciones 
(univaluadas) f(z), analiticas en una vecindad R < Iz I < °° de Por conven- 
cion, se clasifica una singularidad aislada en oo si g(z) = /(1/z) tiene una sin¬ 
gularidad removible, un polo, o una singularidad esencial en z = 0. 

Las singularidades no son necesariamente aisladas. Por ejemplo, la funcion 


m= 


i 

sen — 
z 


tiene singularidades en z = ( irn ) 1 para todos los enteros positivos n. Asx, z = 0 
no es una singularidad aislada. 

Definicion 

Una funcion analitica en una region G, excepto por sus polos, se llama mero- 
morfa en G. 
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Sif(z) y g(z) son analiticas en G, y g(z) no es identicamente cero, entonces 
las singularidades del cociente f(z)/g(z) coincidiran con los ceros deg(z). Estos 
seran polos siempre y cuando f(z) no sea cero, o tenga un cero de orden menor 
que el de g(z); de otra manera, seran singularidades removibles. A1 extender 
f(z)/g(z) por continuidad, sobre las singularidades removibles, se obtiene una 
funcion meromorfa en G. Por ejemplo,/(z) = tanz = sen z /cos z es meromor- 
fa en Q con polos en z = (k + \)n, k- 0, ±1, ±2, . . y z = °° es un punto de 
acumulacion de polos. 

El comportamiento de determinada funcion en una e- vecindad de una sin- 
gularidad esencial es muy complicado, como lo demuestra el siguiente resultado. 


Teorema de Weierstrass-Casorati 

Una funcion analitica se aproxima arbitrariamente a un valor dado en 
cualquier e- vecindad de una singularidad esencial. 

■ ■ A ,, ; . -G A tiO :J ? v ■ ... - 


PRUEBA: Si el teorema es falso, se puede encontrar un numero complejo A y 
un 5 > 0 tales que I f(z) — A \ > 5 en toda vecindad 0 < \z — z 0 I < e de la 
singularidad esencial z 0 . Entonces 

> -— - ->°o cuando z->z 0 > 

Iz — z 0 I 

lo cual implica que g(z) = [f(z ) — A] j(z — z 0 ) tiene un polo en z 0 . Asi, g(z) 
es meromorfa en Iz — z 0 l< e. Pero, entonces, tambien f(z) = A + (z — z 0 )g(z ), 
lo es. De ahi que contradiga la hipotesis de que z 0 es una singularidad esen¬ 
cial. H 

De hecho se puede demostrar mas, aunque la prueba es dificil, y no se da- 
ra aqui: 


m-A 
z -z 0 


Teorema de Picard 

Una funcion analitica toma infmitas veces todos los valores complejos, ex- 
cepto posiblemente uno, en cada una de las e-vecindades de una singula¬ 
ridad esencial. A 


Ejemplo 1 

Encuentre y clasifique las singularidades de las funciones 

( a ) fi z ) = i ■ - ■» ( b ) S( z ) =*~ llz ' , (c) h(z) = esc z. 

Z A + z 
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SOLUCION: (a) Las singularidades ocurren en los ceros del denomina- 
dor: z - 0, -1. Como estos son ceros simples y el numerador tiene un cero 
simple enz = 0,/(z) tiene una singularidad removible en z = 0 y un polo 
simple en z = -1. 

(b) Notese que g(z) 1, puesto que 1/z 2 -*■ 0 cuando z -*■ asi 
que g(z) tiene una singularidad removible en z = Pero 




_L — — 

I 2 + 2! z 4 


es la serie de Laurent de g(z), centrada en z — 0; por lo que g(z) tiene una 
singularidad esencial en z = 0. 

(c) Como 


senz = (—1) A sen(z — irk) = (— \) h 


(z — irk) 


(z — irk) 3 


h(z) tiene un polo simple en z = irk, k = 0, ±1, ±2, . . y un punto 
de acumulacion de polos en z = 


Ejemplo 2 

Pruebe que sen z toma todos los valores de C en cualquier vecindad de °°. 

SOLUCION: Toda franja (2n — 1)7 t/2 ^ x < (2n + 1)7r/2 de Q se 
mapea en C por w = sen z. Como se puede encontrar un numero infinito 
de franjas en I z I > R para todo R real, sen z toma a todos los valores de 
Q en toda vecindad de 


ejercicios 

Para cada una de las funciones de los Ejercicios 1-6, encuentre y clasifique las singula¬ 
ridades. 


1 . 


z 

z 3 +z 


2 . 


1 +z 2 


3. ze l l z 


4. e 2 - 1 / 2 


5. sen — 

z 



6. e tan 1/z 


7. Construya una funcion que tenga una singularidad removible en z = -1, un 
polo de orden 3 en z = 0, y una singularidad esencial en z = 1. Entonces en¬ 
cuentre su serie de Laurent en 0 < I z I <C 1. 

Muestre que cada uno de los integrandos de los Ejercicios 8-11 tiene una singularidad 
removible en z = 0. Quite la singularidad y obtenga la serie de Maclaurin de cada in¬ 
tegral. 
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8. Si(z) = 


10 .E{z) = 


sen 


- 


1 




9 -C(z) = 


11 .L(z) 


'Z cos f — 1 

0 r 

' 2 Log(l +f) 


0 


r 


d$ 


■d$ 


'° ? 

12. Muestre que la funcion f{z) = e*' z toma todos los valores, excepto 0, un nume- 
ro infinito de veces en cualquier e-vecindad de z = 0. 

13. Pruebe que una funci&n entera, con una singularidad no esencial en e z ; debe ser 
un polinomio. ;Que clase de singularidad tienen oo sen z y cos z en oo? 

14. Muestre que una funcion meromorfa en fill debe ser el cociente de dos poli- 
nomios. 

15. Pruebe que una funcion entera es constante si no toma los valores 0 y 1. ( Suge- 
ren'cia : Use el teorema de Picard). 


3.5 CONTINUACldN ANAUTICA (opciondl) 


Sucede a menudo que la expresion/ 0 (z),como una serie infinita o una integral 
— que define una funcion analitica —, solo tiene significado en alguna region 
limitada G 0 del piano. Surge entonces la pregunta de si existe o no alguna for¬ 
ma de extender la definicion de la funcion y volverla analitica en una region 
mayor. En particular, ,ies posible encontrar una expresion f t (z) analitica en 
una region G 0 que intersecte aG, tal que / 0 (z) = f l (z), para todo ten G 0 H 
G i ? Si es asf, se puede extender esta funcion a la region G 0 U G j, y se dice 
que los elementos (f 0 , G 0 ) y if\,G { ) forman una continuacion analitica di¬ 
recta donde se sigue el uno del otro. Cualquier continuacion analitica directa 
de (f 0 , G 0 ) aG, es necesariamente unica, porque dos funciones analiticas en 
Cj concordantes en G 0 H G Y deben coincidir en G, (vease Ejercicio 20, Sec- 
cion 3.1). 

Un procedimiento para obtener continuaciones analiticas empieza por 
desarrollar la expresion dada en una serie de Taylor 

/ 0 (z)= 2 a n (z — z 0 ) n 
n =0 

que converja en el disco I z — z 0 I < R 0 centrado en el punto z 0 de G 0 . Si z x 
satisface alz, - z 0 \< R 0> se puede desarrollar f 0 en la serie de potencias 



que converja en el disco I z — Zj I <C R i. Ciertamente, R i ^ R o —— z 0 I. 
Si se cumple la igualdad, el punto de contacto de los circulos \z — z 0 \ = R 0 y 
I z — z! I = R , debe ser una singularidad de la funcion, puesto que el teorema 
de Taylor implica la existencia de una singularidad en cada circulo de conver- 
gencia. De otra manera, una parte de Iz — z, I < R { se localizaria en el exte¬ 
rior de Iz - z 0 I < R 0 y (/,, { Iz - z, I < i?J) seria una continuacion 


126 


CAPITULO 3 • SERIES INFINITAS 



0 

FlGURA 3.5. Continuacion analltica directo 

analltica de (f 0 , {lz — z 0 I < i? 0 }), Y a q ue ambas series coinciden en el 
traslape (vease Figura 3.5). 


Ejemplo 1 

La serie de potencias 

f 0 (z)= f (z-\r 

n=0 

tiene radio de convergencia R = 1, as! que la region de convergencia G 0 
es el disco lz — \ I < 1. Se puede continuar ( f 0 , G 0 ) a un disco centrado 
en 0 calculando 

/o(0)= S /^(0)= f n(-i)"- 1 ,..., 

n-0 n~\ 

pero es mas facil observar que / 0 (z) = (3/2 — z) _1 en G 0 . Entonces, con 
el Ejemplo 2, Seccion 3.1, se tiene 



lo cual implica que Gj es el disco lz I < 3/2, y z = 3/2 es una singulari- 
dad de la funcion. 


Este procedimiento puede continuarse, pero se debe tener cuidado, por- 
que una sucesion de discos podrta volver a traslaparse con el primero, y es 
posible que no coincida en el traslape. Esto ocurre cuando la funcion es multi- 
valuada y los discos llevan alrededor de un punto rama de la funcion, y sobre 
una rama diferente de su superficie de Riemann (vease Figura 3.6). Asi, aun si 
if 2 , G 2 ) es una continuacion analltica directa de (f lf G i), no necesariamente 
lo es de (/ 0 , G 0 ), y solo una funcion multivaluada servira para definir la extension. 
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FlGURA 3.6. Uno continuacion analfhco 


Ejemplo 2 

Considere la funcion f(z) = 1 jyfz en los puntos z = e 777 / 4 , <? 7 77 7/4 . Si se uti- 
liza el teorema binomial, se puede obtener el desarrollo en serie de Taylor 
alrededor de cada uno de esos dos puntos: 


_L = g.— tti/8. . . 1 ... . 

\/z a /1 — (1 -ze-^) 


- e 


-m /8 2 


( 2 n)! 

=0 2 2n (n!) 2 


(1 — ze ~ 7777/4 ) n , I z _ e 777 ^ 4 I < 1 , 


y 

J_ = g—l-ni/8 _1 - 

v/F y/l-(l -ze" 7 "/ 4 ) 


= e - 7 W 8 2 


( 2 n)! 
n =0 2 2 "(n !) 2 


(1 


_z e -7m'/4^n 


e 7 7777/4 l< 1. 


A1 evaluar la primera expresion en e° y la segunda en e 2m , se obtiene 
e° - 1 y e - 777 = — 1 , respectivamente. Notese que en la superficie de 
Riemann [6 — {o}] 2 , para /(z) = 1 !\fz, el punto e° no pertenece al 
disco I z — e 7m7/4 l< 1 . 


Cada elemento de una cadena (f 0 , G 0 ), (f u G j . ., (f n , G n ), donde 
(fj, Gj) es una continuacion analltica directa de :{fj_ t , Gj_ t ), se llama conti- 
nuacion analltica de los otros. Asi, el procedimiento anterior puede utilizarse 
para construir continuaciones analiticas, donde la eleccion de los centres z x , 
z 2 , . . z n determine los valores de la funcion. En particular, si 7 es una curva 
que une a z 0 con un punto z'que no esta en el disco :lz — z 0 I < R 0 , se puede 
construir una continuacion analltica, que consista de discos Iz - Zj I < Rj de 
convergencia de representaciones por series de la funcion, de tal forma que z ; - 
siga a zy_, en la parametrizacion de 7 . Al llegar az'por una cadena finita de 
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FlGURA 3.7. Continuacion anaITtica a lo largo de 7 


tales discos, se dice que esta es una continuacion analitica de la funcion a lo 
largo de la curva y (vease Figura 3.7). Por otra parte se tiene un numero infi- 
nito de discos, cuyos centros Zj convergen a un punto z* de y, y, por tanto, sus 
radios tienden a cero. Ademas, debe haber una singularidad de la funcion en 
la frontera de cada uno de estos discos, y estas singularidades tambien tienden 
a z*. Puesto que toda e-vecindad de z* contiene una singularidad, la funcion 
no puede ser analitica en z*. As!, se ha probado el teorema siguiente. 


Teorema 








La serie de potencias 2 o a n (z — z 0 )” puede continuarse analiticamente 
a lo largo de cualquier curva y que empiece en su disco de convergencia 
1 2 — z 0 I < R 0 hasta que se encuentre una de sus singularidades. 


Intuitivamente, si 7 y 7 ' son arcos disjuntos, excepto en sus dos extremos 
z 0 y z tales que no existen singularidades sobre o en el interior de la curva 
cerrada y — y , entonces el resultado de la continuacion analitica por cada 
trayectona es el mismo, ya que el interior podria cubrirse con discos que trasla- 
pasen a los de la continuacion analitica a lo largo de los dee arcos (vease Figura 
3.8). Este resultado se llama teorema de la monodromia; como su prueba es 
complicada, no se dara. 



Figura 3.8. 
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Definicion 

Una funcion analitica global es una coleccion 5 de elementos if, G), tales que 
dos cualesquiera de ellos son uno continuacion analitica del otro, a traves 
de una cadena de elementos de 5J . 


Ejemplo 3 

Sea Gk la region que consiste en todos los puntos z que satisfacen I arg z 
— [kir/ 2 ) I < tt/2 , para todos los enteros k, y sea fk (z) = log z, para todo 
z enG/,. Entonces la coleccion (fo, G 0 ), (f lt G l ), . . .,(f n , G n ), . . . es 
una funcion analitica global, ya que es la coleccion de elementos (fj, Gj) 
para todo entero j. 


Se dice que dos elementos (f 0 , G 0 ), (/), G x ) determinan la misma 
rama de una funcion analitica global en un punto z 0 de G 0 H G l si f 0 ( z ) = 
/i (z) en una e- vecindad de z 0 . Notese, sin embargo, que no es necesario que 
los elementos de la funcion sean continuaciones analiticas directas uno del 
otro. 


Ejemplo 4 

Si Gk consiste en todos los puntos z que satisfacen I arg z — (kir/2) I < 37 T/ 4 , 
y fk{z) = log z, para todo z en Gk y todo entero k, entonces perte- 
nece a G 0 H G 2 y f 0 {z) = / 2 (z), para todo z con I arg z — (rr/2) I < 7 r/ 4 , 
aunque (f 0 , G 0 ) y (f 2 , G 2 ) no sean continuaciones analiticas directas 
uno del otro (vease Figura 3.9). 



FlGURA 3.9. 


Los puntos de la frontera del dominio de definicion de una funcion 
analitica global caen en dos clases: (i) puntos sobre los cuales la funcion puede 
continuarse analiticamente (puntos regulares) y (ii) singularidades. 
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Las singularidades pueden ser aisladas o no. Si es aislada se llama punto 
de ramificacion de orden n - 1, siempre que todos los puntos en una e-vecin- 
dad de la singularidad tengan n ramas distintas. Si n = se le llama punto de 
ramificacion logaritmico. 

Ejercicios 

En los Ejercicios 1-3, encuentre primero una funcion que coinrida con la serie dada en 
su disco de convergencia. 

1. Desarrolle 2 j z n jn en una vecindad de z = \,y determine su radio de conver¬ 
gencia. 

2. Desarrolle 2 n= j z n en una serie de Taylor, en una vecindad de z = a, la l< 
1. ,;Cual es el nuevo radio de convergencia de la serie? 

3. Muestre que las series 



y 


ITT + 2 (-If 


(z - 2) w 
n 


no tienen region de convergencia comun, no obstante que son continuaciones 
anallticas una de la otra. 

Para los Ejercicios 4-7, encuentre la serie de Taylor de cada funcion en el disco I z — 
1 I < lde su rama principal. Entonces, continue anallticamente cada funcion a lo lar¬ 
go de 7 : z{t) = e lt , 0 < £ < 27T. ^Los valores en z(27t) coinciden con los de z( 0)? 


4. log z 

6. sen (z 1 ^ 2 )7t/2 

5.Z 1 / 2 

7. (sen ztt/2) 1 ! 2 

8. Muestre que la funcion 

V 2 n 

2 z* 


ra= 1 


es analltica en I z I < 1, a pesar de que no puede continuarse fuera de este con- 
junto. A \z I = 1 se le llama su frontera natural. ( Sugerencia : Como f(z) = z 2 
+ z 4 + . . + z 2 + f(z 2 ) , muestre que los puntos f = satisfacen /(ff) ^ 

00 cuando t \~ .) 

9. Muestre que \z I = 1 es la frontera natural de 


00 l 

2 z n! . 

n=0 

10 . Muestre que el eje imaginario es una frontera natural de la funcion 

00 . 

2 e~ n ' z . 
n =0 

^Donde es analltica la funcion? 

11 . Encuentre una representacion en serie, centrada en 2 = 1, de la funcion 

f{z)= f t 2 e~ zt dt, 0 <t <°°, 

J 0 

analltica en Re z >■ 0. <jCual es su continuacion analltica al piano completo? 
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12. La funcion gamma esta definida en el semipiano derecho mediante la integral 



e t t z 1 dt, 

0 


0 < t < oo. 


Pruebe que esta satisface la ecuacion funcional F(z + 1) =zF(z)y es analitica 
en Re z > 0. Muestre que tiene una continuation analitica al piano completo 
como una funcion meromorfa con polos simples en 0 , - 1 , - 2 , . . . 

13. Principio de reflexion de Schwarz. Sea / = u + iv analitica en una region 
G + situada en el semipiano superior, y que tiene un segmento 7 del eje real 
como parte de su frontera. Si f es continua y toma valores reales en 7 , entonces/ 
tiene una continuation analitica unica a traves de 7 hacia la region G-, q ue es 
la reflexion de G+ a traves del eje real. ( Sugerencia: Muestre que /(z) 
es analitica en G - y aplique el teorema de Morera o las ecuaciones de Cauchy- 
Riemann a G+ U 7 U G— .) 

14. Pruebe el teorema de Pringsheim: Una serie de potencias 


/(z) = 2 a n z n 
n —0 

con radio de convergencia 1 y coeficientes reales no negativos a n tiene una sin- 
gularidad en z = 1 . 

15. Muestre que aunque X n= , z n /n 2 converge en todo punto de I z I = 1, no es 
analitica en z = 1 . 4 


notas 

Se han omitido importantes teoremas de Mittag-Leffler y Weierstrass, concer- 
nientes a las representaciones de funciones meromorfas por medio de series in- 
finitas y productos. Se exhorta al lector al estudio de estos topicos, de los cuales 
puede encontrar un desarrollo en [A, pags. 185-196]. 

SECCION 3.4 

Se pueden encontrar dos pruebas diferentes del teorema de Picard en [A, pag. 
297] y [V, pag. 144], 

SECCION 3.5 

Aunque en teoria esta bien el metodo indicado para construir continuaciones 
anallticas directas, en la practica rara vez es util. El problema radica en calcu- 
lar los coeficientes b n , los cuales, a menos que se tenga informacion adicional, 
son sumas de series infinitas. 

Una prueba del teorema de la monodromla puede encontrarse en [A, 
pag. 285], 





/ INTEGRACION 
^4 EN CONTORNOS 


4.1 Teoremadelresiduo 


Se ha demostrado en la Seccion 3.3 que una funcion f{z), analitica en una re¬ 
gion 0 < l-z — z 0 \< R, puede desarrollarse en una serie de Laurent alrede- 
dor de z 0 . A1 coeficiente 


a -\ = 


1 

2m 


I f-^o l = P 


m <%> 


0 <p<R, 


de esta serie de Laurent, se le llama residuo de la funcion f(z) en z 0 y se deno- 
ta como Res Zo /(z). Observese que al conocer el residuo de/en z 0 se tiene un 
metodo alternativo para evaluar la integral 

/(?) d $ = 2 m Res Zo f(z), 

Jy 

donde 7 es cualquier curva de Jordan spp, con z 0 en el interior de y. 

El siguiente teorema es de fundamental importancia en el analisis 
complejo, y es el concepto central en el desarrollo de las tecnicas de este 
capitulo. 
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' puntos dentro y sobre una curva deJordan 7 spp excepto por un numei 6 ' 
finito de singularidades z i , . . z k en el interior de 7 . Entonces 


f(z) dz = 2m 2 Res z f{z). 

n=1 


PRUEBA: Se pueden dibujar rirculos I z —z n I = r n (> 0), n = 1, . . k, en el 
interior de 7 de tal forma que los discos \z — z n I < r„sean disjuntos uno del 
otro. Por la generalization del teorema de Cauchy a regiones multiplemente 
conexas (vease Seccion 2.3), 

f(z) dz= 2 f(z) dz, 

jy n= 1 J I z—z n l = r„/2 

y en cada region 0 < I z — z n I < r n , el desarrollo de f(z) en serie de Laurent 
alrededor de z n establece que 

El resultado deseado se obtiene al combinar estas dos identidades. ■ 

Para que este teorema sea util es necesario obtener metodos simples de 
evaluacion de residuos. En particular, se desea evitar el proceso de integration 
siempre que sea posible. Si se conoce explicitamente la serie de Laurent, en¬ 
tonces el residuo es igual a a_ \. Para singularidades no esenciales, notese que 
a_! se anula en las singularidades removibles, y que si z 0 es un polo de orden 
k, entonces 


i z ~ z o ) k f{z)= 2 a n (z — z 0 ) n+k , 

n= — k 


Asi que, para k = 1, 


lim (z-z 0 )f(z) = a~ 1 , 


mientras que, para k > 1 , 

lxm [{z - z 0 ) k f(z)\ = (k - l)!o_i. 

q CLZ 


Ejemplo 1 

Encuentre el residuo en todas las singularidades en C de las funciones 


(a) f{z) =z 2 sen (b) g(z) 

z 


3 1 

z 3 — z i 


(c) h(z) = 
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SOLUCION: (a) Se sabe que la serie de Laurent de f(z) centrada 


en 2 = 0, 


,/ 1 1 1 

■f( Z ) = z -- + - - 

V z 3!z 3 5!z s 


1 1 

= Z — -+ - 

3!z 5!z 3 


0 < | z \ <°°, 


lo cual implica que Res 0 /(z) = —■•£. 

(b) Observese que g(z) tiene un polo simple en z = 1 y uno de orden 
2 en 2 = 0. As! que se tiene 

Res! g{z) = 11m (2 - l)g{z) = e 

Z-+ 1 


Res 0 g{z) = llm[z 2 g(z)]' = 11m -— = -2. 

z->0 z-0 (z _ 1)2 

(c) Notese que h(z) tiene una singularidad removible en 2 = 0 y po¬ 
los simples en 2 = nk, k = ±1, ±2, . . . (vease Ejemplo lc, Section 3.4). 
Como sen(z — irk) = ( —l) ft sen 2, la solution completa esta dada por 

Res^/iiz) = llm ——= (—1) A nk, k-Q,±l, ±2, . . . 

z-*nk sen 2 
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Aunque el teorema del residuo se establece en terminos de los residuos en 
el conjunto S, de singularidades del integrando que estan en el interior de la 
curva de Jordan y, spp, los residuos en el conjunto S*, de singularidades del in¬ 
tegrando que estan en el exterior de y , pueden utilizarse algunas veces en la 
evaluacion de integrates. 


Teorema del interior y del exterior 

.Sea ■ 


F(z) = 


a n z n + a n ..iZ n 1 f . . . + axZ + a 0 


b m z m +b m ~ l z m l ~+ . . . + b x z + b 0 
donde m > n + 2. Entonces 


27rt 2$ Res F(z), 

F(z) dz = 

7 I —2iri 2 S * Res F(z). 


PRUEBA: La igualdad de arriba es solo un reenunciado del teorema del resi- 
duo. Para obtener la igualdad de abajo, se escoge R suficientemente grande 
para que y y todos los polos de F(z) esten situados en el interior del rirculo 
C : I z I = R. Sea y un arco spp de y para el circulo C que no pasa a traves de 
los polos de F(z) (vease Figura 4.1). Entonces, por el teorema del residuo, 


2iri E Res F(z) = F(z) dz, 

s* J-y+y' + c - y' 

donde y se recorre en el sentido de las manecillas del reloj. La integral sobre 
y cancela la de —y' (vease parte (iii) del primer teorema de la Seccion 2.3), 
asi que 


1 


F(z) dz = —27 n 2 Res F(z) + 
s* 


\z\ = R 


F(z) dz. 


Como R es arbitrario, la prueba estara completa si se muestra que 


11m 


\z \=R 


F(z) dz = 0. 


Por hipotesis, i z 2 F(z) I esta limitada por una constanteO < M < o° cuandoz 
tiende a oo ; porque 


z 2 F{z) 
Por tanto, 


2 n z n+2 ~ m + . . . + a 0 : 


,2 — m 


i. 


J I z I = R 

que tiende a 0 cuando R~^°°. 


bm + b m _iZ 1 + . . . + b 0 z 

2 

i 

z\- R \z\ 2 


m > n + 2. 


F(z) dz 




r2 





Ejemplo 3 

Evalue la integral 


z + a 


Z 1=1 z n (z + b) 


dz, 


■I6l> 1. 


SOLUCION: El integrando tiene un polo de Orden n en 0 y un polo 
simple en -b. Incluso si se diera n, el calculo del residuo en 0 seria compli- 
cado para n > 1, ya que se requerirfan n -1 derivaciones d e(z + a) / (z + b). 
Esta dificultad puede evitarse con el uso del teorema del interior y del 
exterior en la forma 


z + a 


z 1=1 z n (z + b) 


dz = —2iri Res _ b 


z + a 


z n (z + b) 

= -2 m llm « 2 ”(“ - b -l 

z~* — b z n (_1 ) n+1 b n 

Observese que la integral seria cero si I b I < 1. 
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ejercicios 

Encuentre el residuo en todas las singularidades en 6 para las funciones dadas en los 
Ejercicios 1-12. 


!• /(*)" 

z z + 1 
z 2 + 1 

3 - fc) = — 3- 1 

Z 1 * 

5. /(z) = ze x ! z 
7./(z) = (z-l)^ 

9 - /(*) - - 4 “ 

senh 2 

ll./(z) = cotz 


2./(z) 


4./(z) = 


3 

Z* 5 — Z 

z 


(z 2 + l) 2 


6. f(z ) = z cos — 
z 

8. /(z) = (z — l) 2 sen 


10. /(z) = tan z 


12. /(z) = (z + — ) sec z 


Evalue las integrales en los Ejercicios 13-24. En los Ejercicios 15-18, n es un entero no 
negativo. 

e*- 


13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 


1*1=2 Z 2 + 1 


dz 


dz 


12-11 = 2 z n (z 2 + 1) 
dz 


12-il=3/2 z" (z 2 + 1) 
senZ 


dz 


2 - 1 / 21=1 z J +z 

ze x ! z dz 


I 2 1=1 


I 2 1=2 


tan z dz 


14. 

16. 

18. 

20 . 

22 . 

24. 


dz 


1 2 1 = 2 z 6 +z 


dz 


12 — 1 N-/ 6/2 z"(z 2 + 1) 
dz 


1 2 —i 1=1/2 z” (z 2 + 1) 
sen z 

dz 


J 1 2 1=2 (z 3 +z) 2 
tan z dz 


I 2 1= 1 


I 2 1=5 


tan z dz 


25. Suponga que P(z), Q(z) son polinomios. Muestre que todos los residuos de la 
funcion [P(z)/Q(z)]' son cero. 


4.2 Evaluacion de integrales reales definidas 


En esta y las siguientes tres secciones, se presentan algunas tecnicas utiies para 
aplicar el teorema del residuo a la evaluacion de integrales definidas. 




4.2 • EVALUACION DE INTEGRALES REALES DEFINDAS 


139 


Integrates como 

I F(cos 6, sen 6) dd, 

j 0 

donde F(s, t ) es el cociente de dos funciones polinomiales en s y t, pueden 
transformarse en integrates de lmea mediante la sustitucion z = e ie , 0 <0 < 
27r, puesto que 



Asi, se ha probado el siguiente teorema. 



Ejemplo 1 

Muestre que 

V dd 

Jo a + b cos 6 

SOLUCION: Como cos 6 toma los mismos valores en [7T, 27r] que en 
[0,7T], la integral anterior es igual a 

1 prr dd = r dz 

2 Jo a + b cos d i Jizi=l bz 2 + 2az + b 

Cuando se factoriza el denominador en b(z — p)(z — q), donde 

—a + y/a 2 — b 2 —a — *Ja 2 — b 2 

p= - ^7 -’ 9 = --’ 

b b 

y se observa que pq~ 1 y I q ! > a/b > 1, entonces la unica singularidad 


— - > a > b > 0. 

y/a^b 2 
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del integrando, en el disco unitario, esta en p. Ademas es un polo de or- 
den 1, asi que el residuo del integrando en p es igual a 

Urn —L_ = - 1 _ = 1 

Z ^P b(z — q) b(p — q) 2y/a 2 — b 2 

La respuesta se sigue ahora por el teorema del residuo. 


Ejemplo 2 

Pruebe que 


fir dd _ t ra 

Jo (a + b cos 6) 2 ^/( a 2 - b 2 ) 3 ’ 


a > b > 0. 


SOLUCION: Otra vez, la integral es igual a 

— f z ^ z 2 f z dz 

* Jizl = l (6z 2 + 2az + £>) 2 ib 2 Jui=l (z — p) 2 (z — q) 2 

con un polo de orden 2 en p, como unica singularidad. El residuo en p es 
igual a 


lim 


= lim 


-( z + ?) _ -(p + q) 


ab 2 


*-p L( z -<?) 2 J *-~p ( z -?) 3 

y ahora el resultado es inmediato. 


ip-q? 


VF 


2 \3 


6 2 ) 


Ejercicios 

Evalue las integrales en los Ejercicios 1-9 por el metodo mostrado en esta seccion. En 
los Ejercicios 6-8, n es un entero no negativo. 


1. 

2 . 


4. 


fir/2 

II 


a > 0 

■ 0 

a+sen20 2 v 4 2 + a 

> 

jV/2 

d0 _ 7r(2a + 1) 

; > a > 0 

Jo 

(a + sen 2 9) 2 Asjjfi 2 

+ a) 3 

'2 IT 

dd 

_ 2tt 

> a, b > 0 

. 0 

a 2 cos 2 9 + b 2 sen 2 9 

ab 

|’2jt 

d9 

ir(a 2 + b 2 ) 

Jo 

(a 2 cos 2 9 + b 2 sen 2 0) 

2 

a 3 b 3 


a, b > 0 


f dd 
Jo 1—2 a cos 9 + a 2 


2ir 

1 — a 2 ’ 
2rr 


si I a I < 1 
si I a I > 1 
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n ! 7T 



1 nn-1 1 

r/n\q 

(2n ) 


cos 6 dd - A 


V 2 / J 

Jo ] 

1 

0, 


2n 


(i a cos d + b sen d )” dd - V 


n — 1 


si n es par 

si ft es impar 

nl1T • V (« 2 + b r T, 

ft par 
ft impar 


0, 


a, b reales 

8 . [ e cos6 cos (nd —sen d) dd = — 

Jo n! 


2n 


9 . cot (0 + ib) dd = — 27 Tt signo 6 , 6 real y diferente de cero 


4.3 EVALUACION DE INTEGRALES REALES IMPROPIAS 


En el teorema de la Section 4.2, el intervalo de integration se transformo auto- 
maticamente en una curva cerrada, lo cual permitio aplicar el teorema del re- 
siduo. En la siguiente aplicacion esto no es posible. En este caso se reemplaza la 
curva dada por una curva cerrada tal que en el limite los valores de las integra¬ 
ls coincidan. 


TEOREMA 

Suponga que F(z ) es el cociente de dos polinomios en z tales que 

(i) F(z) no tiene polos sob re el eje real, y 

(ii) F(\/z) tiene un cero al menos de orden 2, en z = 0, esto es, el 
grado del denominador excede, al menos por 2 , al grado del nume- 
rador. 

Entonces 

i'°o ■ , - fcos ax) I Re 

F(x) dx= , 

J_oo (sen ax ] (lm 

donde la sum a solo incluye los polos de F(z) en el semipiano superior. 


2m Z Res F(z)e mz , 

, 3f>& ... 


a>0, 


■aiignite 


Mm ._i Mi 




PRUEBA: Sea 7 la curva cerrada que se ob tiene al tomar el segmento de recta 
(-R, R) sobre el eje real seguido del semictrculo z = Re lB , 0 < 6 < n. Puesto 
que F(z) es el cociente de polinomios, sus polos, y por ende los de F(z)e laz , 
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Figura 4.2. 


ocurren solo en los ceros del denominador y asf son finitos en numero. Si R se 
escoge suficientemente grande, todos los polos de F(z) que esten en el semipla- 
no superior se localizaran en el interior de 7 (vease Figura 4 . 2 ). Entonces, el 
teorema del residuo implica que 

2m S Res F(z)e iaz = f F(z)e iaz dz 

y>0 -'r 


= I* F(x)e** dx+ f" F(Re ie )e iaReie iRe ie d6. 

J — R JO 

Por ( 11 ) I z 2 F(z) I esta acotada por una constante M en todos los puntos del se¬ 
mipiano superior que no esten en el interior de 7 . Asi, 


* F(Re ie )e iaRei6 iRe ie de < M f" 
0 R Jo 


e~ aR sen 6 de < ~ 
R 


ya que e aR 5 n 8 < 1 . Por (ii) y por el teorema de comparacion de integrales 
impropias del calculo se sigue que 


I F(x) cos ax dx, F(x) sen ax dx, a > 0, 

ambas convergen. Cuando R se tiene 

I F(x)e iax dx = 2m 2 Res F(z)e iaz , a >0 

J-°° y>0 

de donde se sigue el resultado al tomar las partes real e imaginaria de ambos 
lados.B 


OBSERVACION: Si a > 0 , la condicion (ii) puede reemplazarse por 
(ii)’ F(l/z) tiene un cero de orden 1 en 2 = 0. 


En este caso no se puede utilizar el teorema de comparacion para obtener la 
convergencia de la integral 


— 00 


F(x)e mx dx, 


a> 0 . 
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iY 





‘ 7 

0 

1 

> 

^2 


Figura 4.3 


De hecho, debe probarse que 

\ X2 F(x)e iax dx, a> 0, 

tiene un limite cuando X l y X 2 tienden independientemente hacia°°. Sea 7 
la frontera del rectangulo con vertices en los puntos —X x , X 2 , X 2 + iY, —X x + 
iY, donde las constantes X lt X 2 , Y se eligen suficientemente grandes como 
para que los polos, que tienen F\z) en el semipiano superior, queden situados 
en el interior de 7 (vease Figura 4.3). De esta forma, la condition (ii)' muestra 
que \zF(z) I esta acotada por M en todos los puntos en y > 0 que no esten en el 
interior de 7 . La integral 


fX 2 HY 

Jx 2 


F(z)e iaz 


dz 



e~ ay 

\X 2 + iy I 


dy 




dy < 


M 

^X~2 


De manera semejante, la integral sobre el segmento de recta que une 
—X { + iY con —X; esta acotada por M/aX l y 


C—X , +iT 

^ Me~ aY 

F(z)e mz dz 


*X 2 +iY 

Y 


dx 


Me~ aY 


Y 


(■X , +X 2 ). 


Si se utiliza el teorema del residuo y la desigualdad del triangulo, 

I 2 F(x)e tax dx — 2 iri 2 Res F(z)e laz 
• — at , y>0 


<M 


1 1 e~ aY v“ 

-+ -+- (X 1 + X 2 ) 

aX x aX 2 Y 


A1 hacer primero que Y -> <» y luego que X x y X 2 tiendan independientemen¬ 
te a 00 se obtiene el resultado. 


cos ax 


dx 


•ne 


—ab 


Ejemplo 1 

Pruebe que 


0 x 2 + b 2 


2b 


a> 0 , b> 0 . 
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SOLUCION: Aqui, F(z) es igual a (z 2 + b 2 ) —1 con polos en ±ib, y F(ljz) 
- z 2 /(I + b 2 z 2 ) tiene un cero de orden 2 en 0. Como se satisfacen las hi- 
potesis del teorema, se tiene 


J- “ x 2 + b 


2 -, 2 fix = Re 27 ri Res* 


z 2 + b 


- = Re [- e~ ab , 

! J lb J 


de donde se sigue el resultado, puesto que el integrando es una funcion 
par. Notese que 


x 2 + b 7 


dx = 0 , a > 0 , b > 0 . 


Ejemplo 2 

Muestre que 


x sen ax . n . 

- dx = - e ~ ab , 

0 x 2 +b 2 2 


a > 0 , b > 0 . 


SOLUCION: Las condiciones (i) y (ii)’ se aplican a F(z) = z/(z 2 + b 2 ), 


x sen ax ze‘ 

— -— dx = Im 2m Res* —— 

x 2 + b 2 L z 2 - 


z 2 + fo' 


nuevamente con el integrando como una funcion par. 


ejercicios 

Evalue las integrates siguientes por el metodo dado en esta seccion. 


(x 2 + 2 x + 2) 2 
■°° x 2 dx 

(x 2 + 2 x + 2) 2 
00 X 2 dx 7T 


3. —-— = —* a > 0 

Jo (x 2 + a 2 ) 2 4 a 


a, b> 0 


J-°° (x 2 + a 2 )(x 2 +fe 2 ) ab(a + b) 

„ f“ dx (2n)!7r 

5 _ = _2_, n un entero no negativo 

' J— (x 2 +l) n+1 2 2 " (n!) 2 

c cos ax dx 7r(l + ab)e~ ab . n . 

6. —-— = -i--i- a>0, b> i 

J-” (x 2 + fc 2 ) 2 2fe 3 

_ f” x 3 sen ax dx 7T , . . , . „ 

7 - -Ti-ZaTT = 2 - ab)e~ ab , a, b > 0 

J-oo ( x 2 + fe2)2 2 


a > 0, > 0 


•l 
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= (iL + l 


8 . 


cos ax 


- g?x = —— e 

0 x 4 + 6 4 26 3 


vvs- 4,r 
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a> 0, 6>0 


9 

10 . 


■I, 


x sen ax 


dx = - e ( ab )/'/2~ se n—-» a > 0, b~> 0 

0 x 4 + 6 4 26 2 >/?" 


f" * . Sena * dx = - cos -2* 

o x 4 + 6 4 2 




a, 6 > 0 


4.4 INTEGRALES CON POLOS SOBRE EL EJE REAL 


En el estudio de la Seccion 4.3, se supuso que F(z) no tenia polos sobre el eje 
real, ya que, de otra manera, la integral 

f F{x)e iax dx, a > 0, 

seria divergente. Sin embargo, la parte real o imaginaria de la integral anterior 
puede converger si F(z) tiene polos de orden 1 que coincidan con los ceros de 
cos ax o sen ax. 

Supongase que F(z) tiene un polo de orden 1 en 2 = 0, y no tiene otros po¬ 
los sobre el eje real. Entonces 

F(x) sen ax dx, a > 0, 

es convergente. La tecnica para esta integracion consiste en utilizar la frontera 
7 del rectangulo con vertices en —X { , X 2 , X 2 + iY, —X l + iY, excepto que 
se evita el origen al seguir un pequeno semiclrculo E de radio r en el semipiano 
inferior (vease Figura 4.4). Suponga que X lt X 2 , Y, 1 jr se escogen suficiente- 
mente grandes como para que todos los polos de F(z), que no esten en el se¬ 
mipiano inferior, se localicen en el interior de y. Entonces F(z)e taz = (a_ y /z) + 
f(z) con a_i = Res 0 F(z)e iaz y f(z) analltica en una e-vecindad cerrada de 
2 = 0. Ahora, sobre el semiclrculo E con r < e, 



F(z)e iaz dz 


[a_! + f{re w )re l9 ] de 


iY 


= iria „ i + ir 


y 




f(re i6 )e iB dQ. 


Figura 4.4. 
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Como f{z) esta acotada en 1 2 I < e por una constante N, 


ir 

° f(re id )e ie dd 

- 

— 7T 


< rNir, 


y el segundo termino se anula cuando r tiende a 0. Por el teorema del residuo, y 
las desigualdades desarrolladas en la Seccion 4.3, se obtiene 

+ I + \ X2 F(x)e iax dx - 2m 2 Res F(z)e iaz -+ 0 
J-X t Je J r ' y >o w 


cuando Y -*■ y despues l! y I 2 tienden independientemente a Ahora, 
cuando r -*■ 0, se encuentra que 


lim 

+ f F(x)e lax dx = 2m 

2 Res F(z)e iaz + — 

r->0 J 

— 00 J r 

y>0 2 . 


A1 limite en el lado izquierdo de la expresion se le conoce como valor principal 
de Cauchy de la integral, y se escribe 


PV 


F(x)e tax dx = 2ni 

2 Res F(z)e iaz + 0-1 

J— 00 

jy>o 2 


Observese que solo la mitad del residuo en 0 se ha incluido en la derecha. 

Permit anse breves comentarios acerca de los valores principales de 
Cauchy. Sea f(x) definida en la recta real, y considerense los limites 


r r 

llm 

R-* <»> J —/? 

r 0 

lim J 

& i -" 00 1 


f(x) dx, 


f(x) dx + lim f(x) dx 


CR - 


( 1 ) 

( 2 ) 


Si el limite en (1) existe, se dice que la integral impropia de/converge en el 
sentido de Cauchy, y por tanto se escribe 


PV f(x) dx = lim | f(x) dx. 

J — 00 i? " J — R 

Si el limite en (2) existe, se dice que la integral impropia converge y se hace 


f(x) dx = lim 
R ,-*■<» 


f(x) dx + lim 

— R , 


f(x) dx. 


Notese que la convergencia de la integral implica la convergencia (hacia el 
mismo valor) en el sentido de Cauchy, pero que una integral puede tener un 
valor principal sin ser convergente. Por ejemplo, 

f 00 / x^ R \ 

PV x dx = lim — = 0, 

J-00 /J-t-oo y2 — RI 

aunque ninguno de los limites en (2) exista. En algunas situaciones, tales como 
una carga neta en una placa infinita, se utiliza el limite en (1); en otras si- 
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tuaciones, tales como la carga total en la placa, se emplea el limite en (2). Se 
elige la herramienta que se ajuste al problema. 

Un desarrollo similar surge cuando f(x) se define en un intervalo a < x 
< b pero es no acotada en toda vecindad de un punto c, a < c < 6 . La in¬ 
tegral impropia converge siempre que el lado derecho de la ecuacion 


fb fc-e fb 

f(x) dx = Km f(x) dx + lim f(x) dx, e> 0 , 17 > 0 , (3) 

J a e -*-0 J a V ->0 J c+17 

exista. Incluso, si estos limites no existen, el valor principal de Cauchy de la in¬ 
tegral 

PV f f(x) dx = lim ( I f(x) dx + f & f(x) dx^) , e > 0, (4) 

J a €->-0 \Ja Jc+e J 

puede existir. Por ejemplo, 

PV f — = 11 m (log e + log —= 0 , e > 0 , 

J-i x e->0 \ e/ 


pero ninguno de los limites en (3) existe. 

Como antes, convergencia implica convergencia en el sentido de Cauchy. 
Aun mas, una integral impropia de tipo mixto puede tener un valor principal 
de Cauchy aunque la integral sea divergente: 


PV 



dx fi 

dx 

— + PV 


x J -l 

X 


lim 


•-1 


-R 


dx 

— = 0 . 


Si F(z) tiene varios polos de orden 1 sobre el eje real, que coinciden con los 
ceros de cos ax o sen ax, entonces, al incluir en y tantos semidrculos como po¬ 
los haya y al tratarlos como al anterior semirirculo E, se obtiene el resultado 
general siguiente. 


TEOREMA 

Supongase que F(z) es el cociente de dos polinomios en z tales que 


(i) ' todos los polos de F(z ) localizados sobre el eje real son de orden 1 y 
coinciden con los ceros de cos ax o de sen ax, a > 0 , y 

(ii) ' F( 1 jz) tiene un cero al menos de orden 1, en z = 0. 


Entdnces 


PV F{x)e iax dx = 2 ?ri 



2 Res F{z)e iaz + ^ 2 Res F(z)e iaz 

y>0 y=0 
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Ejemplo 1 

Pruebe que 

f °° sen x d _ 7T 

Jo x 2 

SOLUCION: Puesto que F(z) = 1 jz, es claro que (i)' y (ii)-'se cumplan, 
por lo que tenemos 

f “ e** e k 

PV — dx = m Res 0 — = iri. 
x z 

A1 igualar las partes imaginarias se obtiene el resultado deseado, ya 
que el integrando es una funcion par y x = 0 es una singularidad remo- 
vible de (sen x)/x. 


Las integrales que contienen potencias de cos ax o de sen ax pueden eva¬ 
luate con la misma tecnica. 


Ejemplo 2 

Muestre que 


f°° sen 2 

Jo 


X . 7T 

— dx = — 


SOLUCION: Con el uso de la formula del angulo doble 2 sen 2 x = 1 - 
cos 2 x, se obtiene 


“ 1 — cos 2x 

-°° 4x 2 


dx, 


que converge por el teorema de la comparacion del calculo. Si se integra 
(1 — e 2lz )/4z 2 a lo largo de la curva y mostrada en la Figura 4.5, se tiene 

r 1 -e 2iz , n . n l-e 2iz 
Jy 4z 2 4z 2 

El valor absolute de la integral a lo largo del arco I z I — R, 0 < arg z ^ 7 r,. 
esta acotado por 

_L f* \l- e Me ,e \d0 < — , 

1 R Jo 2 R 


4 R 

el cual se anula cuando R °°. Como 


1 — e 
4z 2 


212 


—I 
2 z 


+ f(z) 
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con f{z) analltica en un disco cerrado centrado en 0 y que contiene al se- 
micirculo E, se tiene 


f l-e 2 * , TT 

. dz - 

— 

ir j 

° f(re ie )e id dd 

'e 4z 2 2 



— 7r 


< rNir, 


y esta cota se anula cuando r -* 0. Asi que, 

1 


PV 


4x 2 


e 2t * , 7r 
ax = — 


y la solucion queda completa. 


ejercicios 

Evalue las integrales en los Ejercicios 1-9 por el metodo mostrado en esta seccion. 


1. 

2 . 

3. 

* [ 


COS 7TX , —7T 

- ax = - 

— 4x 2 — 1 2 

« sen TTX 


7r 


— x 2 

°° sen ttx cos ttx 


2pc 2 — x 
sen x x 2 + a 


dx = — (e n — 3) 
dx = —7T 


x x 2 + b 2 b 2 


dx = —- [a 2 + e b ( b 2 — a 2 )], a, 6 > 0 


5. 


°° sen x 


7T 


0 x(x 2 + b 2 ) , 2b 2 


2 + 6 2 
°° sen ax 


dx= — (i -e & ), 6>0 

o—ab 


TT 

2 4 .^ 2\2 2 ^ 


1 


7. 

8 . 


Jo x(x 2 + 6 2 ) 

“ cos ax — cos bx . b — a 
--- dx = - 7T, 


sen 3 x . 3n 

--— ax = — 

Ox 3 8 


(ab + 2) 


a, > 0 


a,b> 0 
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9. 


sen mix — a) sen n(x — b) , sen n(a — b) 

---- dx = 7T --- - 


x — a 


x — b 


m ^ n > 0 , a, b reales, a=hb 
10. Pruebe la identidad 


PV 


1 

27 n 



e itx dx 
x 



t> 0 , 
it = 0 , 
t< 0 , 


con el metodo que se mostro en esta seccion. Si se anade j a esta funcion, se ob- 
tiene la “funcion impulso”, encontrada frecuentemente en los libros de ingenie- 
ria, y que representa la conexion subita de una corriente en un circuito electrico 
abierto. 


4.5 INTEGRACION DE FUNCIONES MULTIVALUADAS 
(opcional) 

Cuando se trabaja con integrates que contienen funciones multivaluadas, se de- 
ben tomar en cuenta los puntos y cortes de ramificacion del integrando, ademas 
de sus singularidades aisladas. Esto se debe a que, para usar el teorema del resi- 
duo, es necesario seleccionar una region donde el integrando sea univaluado. 


'(.A 


w- 


Teorema ! . 

Sea F(z el cociente de dos polimonios en z que satisface a 



(i) F(z) no tiene polos en el eje real positivo, y 

(ii) z a+l F(z) se anula cuando z tiende a 0 o °°, donde a es real pero 
no entero. 


Entonces 


x a F(x) dx 


2 m 


2 Res(z a F(z)), 


1 _ e 2 ™ z± o 

la suma se toma de todos los polos de F(z) diferentes de cero. 


PRUEBA: Como F(z) solo tiene un numero finito de polos en C , existen nume- 
ros 0 < r < R tales que todos los polos diferentes de cero estan en el interior 
del anillo r < I z I < R. Para la funcion z a , se selecciona la rama de (R cuyo 
argumento se localice entre 0 y 277, con puntos de ramificacion 0 y Sea 
7 = 71 + 72 +T 3+74 la frontera de la region que se obtiene al cortar 
r < I z I < R a lo largo del segmento de recta r < x KR, como se muestra en 
la Figura 4.6. 
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Estrictamente hablando, no es posible aplicar el teorema del residuo di- 
rectamente a 7 , puesto que z a F(z) es multivaluada en el corte de ramifica- 
cion. Sin embargo, si se puede aplicar el teorema del residuo a las fronteras de 
las regiones D lt D 2 indicadas en la Figura 4.7, donde se cancelan las integra¬ 
tes a lo largo de los arcos 7 5 y 7 6 de tal forma que se extienda a 7 el teorema 
del residuo. 

Notese que el integrando tiene diferentes valores en 7 , y 7 ,. Por el teore¬ 
ma del residuo, 


pero 


z a F(z) dz = 2m 


2 Res(z a F(z)), 
z^O 


[ z a F(z) dz 
hj 



lz a+1 F(z) I dd, 


j = 2, 4, 



Corte de ramificacion 


Figura 4.7. 
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que se anula, por (ii), cuando R -> °° o :r -*■ 0. Ahora 


sob re 


z a F(z) 


jx a F(x) sobre Ti, 
j x a e 27tKl F(x) sobre 7 3 , 


z a F(z) dz = (1 - e 2iria ) [* x a F(x ) dx 

-7i+7 3 

proporciona la formula requerida si i? y r 0 . ■ 


Ejemplo 1 


Muestre que 


f 00 x a dx 

—nb a . . 


= --> 0>i2>— 1, b > 0. 

Jo x + b 

sen na 

SOLUCION: Aqui, 0 < a + 1 < 1, por tanto es claro que (i) y (ii) se 

cumplen. A1 elegir la rama de (R cuyo argumento se localiza entre 0 y 

2n, se tiene 


2ni 


1 - e 2l,ia 

(z + b) e - _ e ™ 

ya que en esta rama 



{-b) a = b a e™. 

Se puede aplicar el mismo tipo de procedimiento a otras funciones multi- 

valuadas. Se ilustra esto con 

los dos ejemplos siguientes. 


Ejemplo 2 

Pruebe que 


- lQgX dx =• — log 6 , b > 0 . 
0 x 2 + b 2 2b K 


SOLUCION: Aqui se usa la curva 7 que se muestra en la Figura 4.8. En- 
tonces 


1 


log Z . _ . _ log 2 7T 

—-— dz = 2m Res&, ———- = — 
z 2 + b 2 b 


7 z 2 + b 2 


log b + 


in 


iR 


log R + ie Je 


0 ( Re w ) 2 + b 


e w dd 




R( I log R 1 + 7T) 
I R 2 -b 2 1 


Pero 
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EJEMPLO 3* 

Pruebe que 

f 00 senh ax 1 a 

—-- dx = — tan — > —it <ia<iit. 

0 senh 7 Tx 2 2 


SOLUCION: La integral de la funcion e az /senh itz se anula sobre la cur- 
va 7 mostrada en la Figura 4.9, porque no tiene singularidades en el in¬ 
terior de 7. Pero 

I senh it(R + iy) I 5 s I senh ttR I 
(vease Ejercicio 27, Seccion 1.8), lo cual implica que 


ffl+i e az 
Jr senh itz 


dz 


< 


e 


aR 


Isenh TtR I 


->0 



Figura 4.9. 
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cuando R ± Como i senh z = sen iz. 1 /senh ttz tiene polos de orden 

1 en todos los multiplos enteros de i; por tanto, 


Res n 


£ aZ 


= 11m 


ze 


Res,- 


senh 7 tz *-»-o senh ttz 

= lim (Z ~ ‘'g 

senh ttz z-m' senh Ttz 


1 
t r 

—e a 


por el teorema de L’Hospital. Si se integra sobre los dos semicirculos se 
obtiene 


1 e ai 

-TTl |- 

, TT TT 


mas una integral que se anula cuando 5-^0. Pero 

senh tt(x + i) - -senh Ttx, 

por lo cual se obtiene 


PV(1 +e ai ) 


- 00 senh ttx 


dx = i( 1 — e ai ), 


o 


PV 


e a 

- dx = tan — j 

-°° senh ttx 2 


de donde se sigue el resultado, pues el integrando de la ecuacion original 
es par. 


ejercicios 

Evalue las integrales en los Ejercicios 1-16, por el metodo de esta seccion. 
7 Tdb a ~ l 


1. 

2 . 

3. 

4. 


Jo (x + by 


dx = 


sen 7 Ta 


e<iy dy _ —Ttb a 


- 00 1 + be y sen ita 

00 x a dx Ttb a ~^ 


0 x 2 + b 2 n 7 Ta 

2 cos — 

2 

x a dx tt sen 9 a 


1> a> —1, b> 0 
0 > a > —1, b> 0 

1 >a > —1, b> 0 




0 x 2 + 2x cos 9 + 1 sen 7 ra sen 9 

1 >a > — 1 , tt>9>—tt 
00 x a dx _ Ttb a ~^ (1 — a) 

0 (x 2 + b 2 ) 2 ~ ’ 


. Tta 
4 cos — 


3 > a > — 1, b> 0 
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6 . 

7. 

8 . 

9. 


~ x a dx 2iTb a 2 


0 x 3 + b 3 3 sen ira 
2 > a > —1, b> 0 


cos — (1 — 2a) — — 

3 2 


. dx = —(log b — 1), 5 > 0 

o (x 2 + 5 2 ) 2 46 3 

X a log X , ^5“ , , , . 

- ax = —-- (7r cos 7Tc —sen 7ra • log o), 

0 x + b sen 2 ira 


0 > a > —1, 6>0 

tt ^- 1 


x fl log X 
o x 2 + b 2 


dx = 


„ , fa 

2 cos 2 — 


7r 7ra 7ra 

— sen — + log b * cos — 

2 2 2 


10 . 

11 . 

12 . 

13. 


1 > a > —1, b> 0 

X 7T 2 

- ax = — 

0 senh x 4 

sen ax 7T df 

- dx- — tanh — 

0 senh x 

x cos ax 


0 senh x 
cosh ax 


2 2 

T 2 

4 


a real 


dx = — sech 2 — 


a real 


, 1 a 

dx = — sec — i 

0 cosh 7rx 2 2 


— 7T < a < 7T 


14. 


-l jcos bx 
sen bx 


cos 


dx = 



b a 


1 >a> 0, b > 0, 


donde P(a) - / 0 e x x a 1 dx es la funcion gamma. ( Sugerencia: Integre 
z a ~ 1 e foz alrededor de un contorno apropiado y utilice la desigualdad 0^1 — 
(2/7T)0, O<0 <tt/2.) 


r l — I cos 


15. 


~ sen x 


dx = 


2 a 


\>a>- 

2 


.'0 x“ a - 1 

(Sugerencia: Mediante la derivation por partes, muestre quexr(x) = T(x + 1)) 


16. 


COS X 


dx - 


I ~ sen x 


0 y/x~ -0 v^T 


dx - 


o >/2x 


dx. 
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17. Pruebe que 



y 


7T 


2 cos 


na 

2 


1 > a > —1, 



log tan 6 dd = 0. 


(Sugerencta: Use el Ejercicio 3.) 


4.6 El principio del argumento 


Otra aplicacion del teorema del residuo, util para determinar el numero de ce- 
ros y polos de una funcion meromorfa, es el siguiente resultadd. 


EL PRINCIPIO DEL ARGUMENTO 

Sea w = f(z) meromorfa en la region G simplemente conexa, y sea 7 una 
curva de Jordan spp en G que rodea los ceros y los polos de j\z). Entonces 

1 f dw = _1_ j f\z) d z = z p 
2 iri Jf(y) w 2 ni J y f(z) 

donde Z y Pson, respectivamente, el numero de ceros y polos, incluyendo 
multiplicidades, de f(z) situados en el interior de 7. 


PRUEBA: Notese que la primera integral es igual al numero de veces que la 
curva cerrada /(7) da vueltas alrededor de 0; en otras palabras, mide la va- 
riacion del argumento de f(z) cuando z recorre la curva 7, lo que conduce al 
nombre del teorema. (Vease el Ejemplo 4 de la Seccion 2.1.) 

Si a es un cero de orden k de f(z), entonces se escribe f(z) = (z — a) k f 0 (2), 
con / 0 (2) analftica y diferente de cero en una e-vecindad de a. Asf, 

f'( z ) = & + f'o (*) ; 

f(z) z-a f 0 (z) ’ 

y, puesto que f' 0 /f 0 es analftica en una e-vecindad de a, se observa que f'/f 
tiene un polo de orden 1 con residuo k en 2 = a. 

Por otra parte, si a es un polo de orden h de f(z), entonces f(z) = / 0 (2)/ 
(2 — a) h con f 0 (2) nuevamente analftica y diferente de cero en una e-vecindad 
de a. Asf que 
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tiene un polo de orden 1 con residuo (-h) en z = a. Por el teorema del residuo, 
se sigue que 


1 

2m 


f fV> 


dz = Z-P, 


donde Z es la suma de todos los ordenes k de los ceros de f(z), y P es la suma de 
todos los ordenes h de los polos de /(z), situados en el interior de 7. ■ 

Una aplicacion sumamente util del principio del argumento es el siguien- 
te resultado. 


Teorema de Rouche 

Sean /(z) y g{z analiticas en una region G simplemente conexa. Si I/(z) I 
> !*(*) -/(*)! en todos los puntos de la curva de Jordan spp 7 conteni- 
da en G, entonces f{z) y g(z) tienen el mismo numero de ceros en el inte¬ 
rior 'dfe: :$ COloL;LLv D : • D: 


PRUEBA: La hipotesis I f(z) I > I g(z ) — f(z) I obliga a ambas funciones a ser 
diferentes de cero sobre 7 asi que7 rodea los polos y los ceros de F(z) = g(z)/ 
f(z). Sin embargo, para todo z de 7. 


f(z) 


< 1 . 


Luego entonces F( 7) no da vueltas alrededor de 0, por lo cual el principio del 
argumento implica que F(x) tiene el mismo numero de ceros que de polos en el 
interior de 7. Pero estos corresponden a los ceros de g(z) y f(z), respectivamen- 
te. De esta forma, la prueba queda completa.B 


Ejemplo 1 

Encuentre el numero de raices de la ecuacion 

z 4 + 5z + 1 = 0 

situadas en el interior del circulo I z I = 1. 

SOLUCION: Sea /(z) = 5z y g(z) - z 4 + 5z + 1. Entonces, por la desi- 
gualdad del triangulo, 

lg(z) —f(z) l< Iz I 4 + 1 < I 5z 1= I/(z) I 
sobre I z I = 1. Como /(z) tiene un cero en el interior de I z I = 1, tambien 
g(z) lo tendra. Por otra parte, si /(z) = z 4 , se tiene 

I5z + 11< 11 < 16= Iz I 4 

sobre Iz I = 2. As! que g(z) tiene cuatro ceros en el interior de Iz I = 2, 
tres de los cuales se encuentran en el anillo 1 < Iz I < 2, ya que no hay ce¬ 
ros sobreIz I = 1. 
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Ejemplo 2 

Muestre que z — e 2 + a = 0, a > l,. tiene una raiz en el semipiano iz- 
quierdo. 

SOLUCl6N: Sea f(z) - z + a y g(z) = z — e 2 + a. Para z = iy o \z 1 = 
R > 2a, x < 0, se obtiene 

ig(z) ~f{z)\=e Kcz < 1 <a < l/(z) I, 
y f(z) solo tiene una raiz (en z - —a), Ahora la prueba esta completa. 


Ejemplo 3 

Encuentre el numero de raices de la ecuacion 

z 4 + iz 3 + 3 z 2 + 2iz + 2 = 0 
que se localizan en el semipiano superior. 

SOLUCION: Sea f(z) = z 4 + 3z 2 + 2 = (z 2 + 2)(z 2 + 1) y g{z) = z 4 + 
iz 3 + 3z 2 + 2 iz + 2. Para z = xolzl=i?>2, se tiene 

Ig-(z) ~/(z) 1= I z I Iz 2 + 2l< Iz 2 + 11 Iz 2 + 2 I = I /(z) I, 
por lo tanto, g(z) tiene dos raices en el semipiano superior. 


Ejemplo 4 

Encuentre el numero de raices de la ecuacion 

7z 3 - 5z 2 + 4z - 2 = 0 

en el disco I z I < 1. 

SOLUCION: Si se multiplica la ecuacion por z + 1, se obtiene 

7z 4 + 2z 3 - z 2 + 2z - 2 = 0. 

Si se hace /(z) = 7z 4 y g(z) = 7z 4 + 2z 3 — z 2 + 2z — 2, se encuentra, 
por la desigualdad del triangulo, que 

lg(z)-/(z)l<2 Iz t 3 + Iz P + 2lzl+2<7lzl 4 = l/(z)l, 
siempre y cuando' Iz I = 1 + e, e>0. Por ende, g(z) tiene cuatro raices 
en I z I < 1, lo cual implica que la ecuacion original tiene tres raices en el 
disco unitario cerrado. 


EJERCICIOS 

Para los Ejercicios 1-4, encuentre el numero de raices de las ecuaciones dadas en el in¬ 
terior del circulo Iz 1= 1. \ 






4.6 • EL PRINCIPIO DEL ARGUMENTC 


159 


1. z 5 +8z + 10=0 

2. z 8 - 2z 5 + z 3 - 8z 2 + 3 = 0 

3. z 6 + 3z 5 - 2z 2 + 2z - 9 = 0 

4. z 7 - 7z 6 + 4z 3 - 1 = 0 

5. (iCuantas de las raices de las ecuaciones dadas en los Ejercicios 1-4 estan en el in¬ 
terior del clrculo Iz I = 2 ? 

6 . ^Cuantas de las raices de la ecuacion 

3z 4 - 6tz 3 + 7z 2 - 2iz + 2 = 0 

estan en el semipiano superior? 

7. (iCuantas raices de la ecuacion 

z 6 + z 5 - 6z 4 5z 3 + 10z 2 + 5z - 5 = 0 

estan en el semipiano derecho? 

8 . Encuentre el numero de raices de la ecuacion 

9z 4 + 7z 3 + 5z 2 + z + 1 = 0 
que se encuentran en el disco Iz I < 1 . 

9. ^Cuantas raices de la ecuacion 

z 4 + 2z 3 - 3z 2 - 3z + 6 - 0 
se encuentran en el disco I z I < 1 ? 

10. Muestre que la funcion 

/(z) = - I a I < 1, 

1 — az 

toma en I z I <C 1 todo valor c que satisface a I c I <C 1 exactamente una vez, y nin- 
gun valor c tal que I c I > 1. Asi ,/(z) mapea I z ! < 1 en si misma en forma sobre y 
uno a uno. ( Sugerencia : Muestre quel/(z) I = len Iz I = 1 y aplique el teorema 
de Rouche a /(z) — c.) 

11. Suponga la hipotesis del principio del argumento, y muestre que el numero de 
veces que /( 7 ) da vueltas alrededor del punto a es igual a Z a — P, donde Z a es 
el numero de valores a de f(z) incluyendo multiplicidades. 

12. Sean f(z) analitica en una region G, a en G, y suponga que/(z) — /(a) tiene un 
cero de orden n en z = a. Pruebe que, para e 0, suficientemente pequeno, 
existe un5 > 0 tal que, para todo f en I f — f(a ) I < 5 la ecuacion/(z) — f = 0 
tiene exactamente n raices en I z — a I < e. 

13. Use el resultado del Ejercicio 12 para probar que las funciones analiticas no 
constantes mapean conjuntos abiertos en conjuntos abiertos, y utilice este hecho 
para obtener una prueba inmediata del principio del maximo. ( Sugerencia : 
Muestre que los puntos interiores se mapean en puntos interiores.) 

14. Use el teorema de Rouche para probar el teorema fundamental del algebra. 

notas I 

SECCION 4.1 

Los resultados de esta seccion se extienden facilmente a curvas 7 spp cerradas 
arbitrarias de & . Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones, 7 es una cur- 
va de Jordan. En consecuencia, se incorporo esta hipotesis adicional para sim- 
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plificar los enunciados de los teoremas. Para los enunciados mas generales, 
v£ase [A, pags. 147-151]. 

SECCIONES 4.2-4.5 

El lector puede haber notado que algunas integrales, que dependen de uno o 
mas parametros arbitrarios, podrian haberse obtenido por derivacion o in- 
tegracion de otras integrales con respecto a estos parametros. Por ejemplo: 
Ejercicios 1 y 2 de la Seccion 4.2; Ejemplos 1 y 2 de la Seccion 4.3; Ejercicios 8 y 
9 de la Seccion 4.3; Ejercicios 5 y 6 de la Seccion 4.4; Ejercicios 3 y 5 de la Sec¬ 
cion 4.5. Una condicion suficiente para la validez de estos procedimientos es la 
convergencia uniforme de las integrales en el intervalo de definition de los pa¬ 
rametros. Los teoremas y pruebas importantes pueden encontrarse en la 
mayoria de los libros de calculo avanzado. Por ejemplo, vease [B, pags. 204- 
212], Usualmente, esta tecnica es mas sencilla que evaluar las integrales por el 
metodo del residuo. 

Seccion 4.6 

Estos resultados tambien pueden extenderse a curvas y spp cerradas arbitra- 
rias (vease [A, pags. 151-153]). 




Mapeos 

CONFORMES 



5.1 CONSIDERACIONES GEOMETRICAS 


Observese el cambio de la pendiente de un arco suave que pasa por el punto 
z 0 bajo el mapeo w = f(z), cuando/es analitica en z 0 y f'(z 0 ) # 0. 

Si 7: z = z(t), z(0) = z 0 , es tal arco, su tangente en z 0 tiene pendiente 


dy _ y'(Q) 
dx x'(0) 


tan arg z'(0), 


y su imagen f(y): w = f(z(t)) tiene una tangente en f(z 0 ) con pendiente 
tan arg zt/(0). Pero, por la regia de la cadena, 


arg w'(0) = arg[/'(z 0 )z'(0)] = arg f'(z 0 ) + argz'(O). 

Por tanto, el cambio de direccion es igual a la constante arg /'.(z 0 ) indepen- 
diente del arco elegido. As!, el angulo formado por las tangentes de dos arcos 
suaves que se intersectan en z 0 se conserva bajo el mapeo w = f(z), ya que 
ambas direcciones cambian por la misma cantidad (vease Figura 5.1). Los ma¬ 
peos que conservan el tamano y la orientacion de los angulos se llaman confor- 
mes. De esta forma se ha probado el siguiente teorema. 


Teorema 

Si f{z) es analitica en una region G, entonces w = f(z) es conforme en to- 
dos los puntos z 0 de G para los cuales f'(z 0 ) # 0. 
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FlGURA 5.1 . Mapeo conforme en z 0 


Ejemplo 1 

El mapeo iv = e 2 es conforme en todos los puntos de <2 , ya que su deri- 
vada no se anula. Esta funcion mapea el eje real del piano z en los reales 
positivos del piano w. El eje imaginario del piano z se mapea repetida- 
mente en el circulo unitario del piano w porque \e ty I = 1. Asi, el angulo 
recto entre los ejes coordenados en el primer cuadrante del piano z se 
transforma en el angulo recto entre el eje real positivo y el circulo unitario 
en el primer cuadrante del piano w (vease Figura 5.2). 


v 



0 


piano z 

FlGURA 5.2. El mapeo conforme w = e z 


V 



Sea w - f(z) conforme en una region G que contiene al punto z 0 - Consi- 
derese el efecto de este mapeo sobre un disco centrado en z 0 y contenido en G 
(vease Figura 5.3). Los angulos entre lineas radiales se conservan, aunque no 
sus longitudes. No obstante, puesto que 

,= Um 

z-»z 0 \z — Z 0 I 

las lineas radiales estan sujetas, aproximadamente, al mismo cambio de escala 
l/'(z 0 )l cuando el radio es pequeno. En terminos generales, se dice que 
circulos “pequenos”alrededor de z 0 se mapean en ctrculos “pequenos” alrede- 
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dor de f(z 0 ) con cambio de escala I f'(z 0 ) I. Esto indica que el mapeo es local- 
mente uno a uno, aunque es claro que nada puede decirse acerca de su com- 
portamiento global. Por ejemplo, f(z) = e* es localmente uno a uno, ya que 
f'(z) = e 2 =£ 0, pero /(0) = f(2iri), por lo cual no es uno a uno en 6 . 

Los angulos se amplifican en todos los puntos donde la derivada es cero. 
Por ejemplo, f(z) = z 2 tiene una derivada que se anula en el origen. Como 
/(1) = /(—1) = 1 y f(i) = f(—i) - —1, los angulos rectos entre los ejes se ma- 
pean en angulos de 180°. Esta duplicidad de angulos provoca que los cfrculos 
alrededor del origen se mapeen en curvas circulares que dan dos vueltas alre- 
dedor del origen. Esto motiva el teorema siguiente. 


: ■ A , /■/:/ ~~ ■ /:.A 

Teorema 

Sea /(z) analitica en una region G que contiene al punto z 0 en el cual 
f'(z) tiene un cero de orden k. Entonces todos los angulos en z 0 se ampli¬ 
fican por un factor k + 1. 


PRUEBA: Se puede escribir f'(z) = (z — z 0 ) k g(z), con g analitica y diferente 
de cero en una e-vecindad dez 0 . Asl, los terminos/'(z 0 ),/"(z 0 ), . . /^(z 0 ) 

se anulan todos en la serie de Taylor de /'(z). Por tanto, la serie de /(z) es 

f(k+i) r \ 

f{z) =/ < z »> + Vr » < z + ■ • - 

(4 + 1)! 

lo cual implica que 


ar &lf{ z ) ~f( z o)] = (k + 1) arg(z- z 0 ) + arg 


y (fe+1) (*o) 


+. 


(* + !)! 

Los primeros dos argumentos comparan los angulos entre la direccion horizon¬ 
tal y los vectores que van de /(z 0 ) a/(z) y de z 0 a z. Si z tiende a z 0 a lo largo 
de un vector fijo que forma un angulo 9 con la direccion horizontal, el angulo 
del vector de /(z) a f(z) con la horizontal tiende a 


~f {k+1) ( z o) ~ 

. (A + l)! _ 


(k + 1 )9 + arg 
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donde el ultimo argumento es independiente de d . Ast, el angulo entre las tan¬ 
gent es de dos arcos suaves que se intersectan en z 0 se amplifica por el factor 


k + 1. ■ 


Ejemplo 2 

El mapeo w = 1 — cos z es entero y conforme excepto en los ceros 0, ±n, 
±2 7T, . . . de la derivada (1 — cos z)' = sen z. Para analizar el comporta- 
miento de este mapeo en z = 0, notese que sen z tiene un cero de orden 1 
en z = 0 y 



El teorema anterior implica que w = 1 - cos z amplificara al doble todos 
los angulos en z = 0. Observese en la Figura 5.4 que el angulo recto entre los 
ejes coordenados en el primer cuadrante se transforma en un angulo de 
180°, ya que 1 — cos x > 0 para 0 < x < 7r/2 y 

1 — cos iy = 1 — cosh y < 0 para 0 < y < n/2. 

y v 


w = 1 - cos z 
x -► 

ir/2 





A * A W A ™ R 


-1.51 0 

1 


FlGURA 5.4. Comportomiento local de w = l - cos z en 2 = 0 


Con respecto a las propiedades globales, es razonable preguntar cuando 
se puede mapear de manera conforme una region G en una region H dadas. El 
siguiente teorema, cuya prueba va mas alia de los objetivos de este libro, es el 
resultado fundamental en este sentido. 


Teorema de Riemann del mapeo 

Sea z 0 un punto de una region G (=£6) simplemente conexa. Entonces 
existe una unica funcion analitica w ~ f(z) que mapea a G de manera 
uno a uno en el disco I w I'< 1 tal que f(z 0 ) = 0 y f’(z 0 ) > 0. 


Ahora, supongase que GyH son dos regiones simplemente conexas, dife- 
rentes de C . El teorema asegura la existencia de funciones anahticas / y g que 
mapean a G y H en el circulo unitario. Entonces g~ l f es un mapeo uno a uno 
de G en H. Si se puede mostrar que g ~ l ; y por tanto la composicion es 
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analitica, se tiene entonces un mapeo conforme de G en H, lo cual prueba que 
cualesquiera dos regiones simplemente conexas, diferentes del piano, pueden 
mapearse de manera conforme la una en la otra. Puesto que g es conforme 
(uno a uno y analitica), tambien g~ 1 lo es. El teorema de la funcion inversa del 
calculo (vease [B, pag. 278]) muestra que g~ 1 tiene primeras derivadas par- 
ciales continuas, y estas satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, ya que 

1 _ i i _ -1 _ 

Xu ~ — — yv yu ~ x v . 

U X Vy Uy V x 

Por tanto, g~ l es analitica. 

Las condiciones f(z 0 ) = 0 y f'(z 0 ) > 0 implican que la imagen de cual- 
quier arco y suave que pasa por z 0 tendra la misma pendiente en 0 que tiene 
el arco 7 en z 0 , ya que arg f'(z 0 ) = 0. Esto no es una limitation sino una nor¬ 
malization que indica la existencia de tres “grados de libertad” al elegir el 
mapeo: las coordenadas x y y del punto z Q y el cambio de direccion de los an- 
gulos. Si se desea cambiar la direccion por un angulo 6, solo se necesita mul- 
tiplicar el mapeo por la constante de longitud unitaria e t6 . 

Aunque el teorema de Riemann del mapeo asegura que una funcion ma- 
pea de manera conforme una region dada en un disco, no muestra como 
encontrarla. La construccion de la funcion puede ser un problema de gran di- 
ficultad. El resto de este capitulo se dedica a la elaboracion de mapeos confor- 
mes especificos y su aplicacion al flujo de fluidos, flujo de calor y electrostatica. 

EJERCICIOS 

En los Ejercicios 1-4 indique donde son conformes los mapeos. 

1 .w = e z 2. w =sen z 

3. w = — 4 . w = z 2 — z 

z 

Describa como afecta cada uno de los mapeos, en los Ejercicios 5-8, al angulo recto 
entre los ejes coordenados en el primer cuadrante 

5.u? = z 3 senz 6 . w = z— senz 

7 ,w-e z —z 8 ,w = e z — cos z 

9. Pruebe que la imagen del circulo w = z 2 bajo el mapeo I z — r I = r, r > 0, es 
la cardioide con ecuacion polar 

p = 2 r 2 (1 + cos 6). 

10. Muestre que el mapeo w = z + l/z forma los circulos Iz I = r en las elipses 



11. Si w =/(z)es una funcion analitica, muestre que su jacobiano satisface 

^> =!/'(*) p. 

3 (*. y) 
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12. Sea f(z) = u{x, y) + iv(x, y) conforme y con primeras derivadas parciales 
u x , u y , v x , v y continuas en una region G. Pruebe que f(z) es analitica en G. 
( Sugerencia: Muestre que se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.) 

13. ,;Por que el teorema de Riemann del mapeo establece que no es posible mapear 
el piano complejo 6 simplemente conexo de manera conforme en el disco unitario? 

14. Una region G es convexa si el segmento de recta que une dos puntos cualesquiera 
de G esta contenido eh G. Pruebe el teorema de Noshiro- Warshawski : Suponga 
que w = f(z ) es analitica en una region convexa G. Si Ref'{z) > 0 para toda z 
en G, entonces/es uno a uno en G. ( Sugerencia: Exprese a/(z j ) — f(z 2 )como 
una integral.) 

15. Use el Ejercicio 14 para probar que si/es analitica en z 0 y f'(z 0 ) =£ 0, entonces 
existe una vecindad de z 0 en la cual / es uno a uno. 


5.2 Transformaciones fraccionai.es lineales 


Un simple pero importante tipo de mapeos conformes esta dado por la expresion 

az + b 

w = w(z) = — -, ad - be ^ 0 , 

cz + d 

donde a, b, c, d son constantes complejas. Tal mapeo se llama transformation 
fractional lineal. La condicion ad — be =£ 0 impide que su derivada 

, ad — be 

w = ——- 

{cz + d) 2 

se anule, ya que de otra manera la funcion es constante. Se puede despejar a z, 
para obtener 

—dw + b 
z = -, 

civ — a 

y como w{—d/c) = 00 y w(°°) = a/c, se sigue que w mapea 3TC (la esfera de 
Riemann) de manera uno a uno en si misma. Ademas el mapeo es conforme, 
excepto en z = °°, —d/c, porque en estos puntos w' = 0 o °o. 


Ejemplo 1 

Considerese la transformacion fraccional lineal 

z - 1 

w = -- 

z + 1 

Encuentrense ahora las imagenes de los puntos i, —2i, e °°. <;Que puntos 
se mapean en 0 , 1 e °°? 
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SOLUCION: Se tiene 

i — 1 1 — i 2 1 . . — 2 1 — 1 3 ^ 4 1 

i - • - = — = t v —2 i -»■ - =- 

i + 1 1 - i 2 —2i +1 5 

A1 escribir 

_i - (i/^) 

u; - - y 

1 + (1 lz) 

notese que 00 se mapea en 1. Para encontrar el punto que se mapea en 0, 
observese que z = 1 provoca que se anule el numerador del lado derecho 
de la transformacion fraccional lineal. Por ende, 1 se mapea en 0. Simi- 
larmente, -1 provoca que el denominador se anule, asi que -1 se mapea 
en 


Una composicion de dos transformaciones fraccionales lineales es la in¬ 
tegration de ambas en una sola, ya que 


« 

\yz +5 / _ (aa + by)z + (a(3 + b8) 

/az + /3\ (ca + dy)z + (c/3 + db) 

V yz /+ 5 / 

con 

(aa + by)(cfi + d§) — (a/3 + b8)(ca + dy) = (ad — bc)(a 5 — fiy) ^ 0. 

Cualquier transformacion fraccional lineal es una composicion de cuatro 
tipos especiales de transformaciones: 


(i) Traslacton: w = z + a, a complejo, 

(ii) Rotation: w = e l6 z, 8 real, 

(iii) Amplification: w = kz, k > 0, 

(iv) Inversion : w = 1 Jz. 

Si c 0, puede escribirse 

az + b be — ad 

cz + d , / d \ 

c ( z + 7) 



lo cual muestra que la transformacion puede descomponerse en traslacion por 
d/c, seguida de rotacion por e 2t arg c , amplificacion I c I 2 , inversion, rotacion, 
amplificacion y traslacion. 


Si c = 0, 



esto prueba que la descomposicion consiste en una traslacion, una rotacion y 
una amplificacion. 
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Ejemplo 2 

Encuentrese una transformacion fraccional lineal que mapee el rfrculo 
I z — i I = 1 en el circulo I w — 11 = 2 . 

SOLUCION: Considerese la sucesion de transformaciones fraccionales li- 
neales mostrada en la Figura 5.5: piano traslacion f = z — i, seguida de 
amplificacion co = , y seguida por otra traslacion w = oj + 1. La com¬ 

position de estos tres mapeos es 

u> = Gj + l = 2f + l = 2(z — *) + 1 

o sea 

w = 2z + (1 — 2 i), 

y esta transformacion mapea i z — i I = len I w 11 = 2 . 





piano z 


piano { 


piano a, 


piano w 


Figura 5.5. 


La propiedad fundamental de las transformaciones fraccionales lineales 
es que mapean circulos en circulos enDIZ.Un circulo en 311 corresponde a una 
linea recta en C , ya que las rectas en el piano corresponden a circulos a traves 
de °° en la esfera de Riemann (vease Seccion 1.3). Geometricamente, es claro 
que traslaciones y rotaciones llevan circulos a circulos. Antes de considerar las 
otras dos transformaciones, observese que la linea y = tan 0 ‘ x + b puede 
escribirse en la forma 


Re(— ie w z) = y cos 8 — x sen d = b cos 8, 


\ 8 \<~- 


La amplificacion w = kz, k > 0, mapea (por sustitucion) circulos I z — z 0 l 
= r en circulos I w — kz 0 I = kr, y rectas Re(az) = c en rectas Re(au;) = ck, 
con I«1 = 1, c real. Bajo inversion, el circulo \z — z 0 I = r (> 0) satisface a 


0=1 z 


— r 2 = Iz I 2 + 


i w i 


+ ( lz 0 l 2 -r 2 ) 


2 Re zz 0 — r 2 

2 


zv i 


Re z 0 w. 


( 1 ) 
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Si lz 0 I = r, indicando que el drculo pasa por el origen, se obtiene la ecuacion 


0 = 


1 — 2 Re z 0 w 

I^Tl 2 


( 2 ) 


de donde resulta la recta Re(z 0 w) = \ que pasa por «=. Si I z 0 I ^ r, el origen 
no pertenece al drculo, as! que al multiplicar la ecuacion (1) por la cantidad 
I w I 2 /( lz 0 I 2 — r 2 ), diferente de cero, se tiene 


0 = 


lz 0 I 2 -r 2 


+ la;I 2 - 


I 2 -r 2 


Re z 0 w 


w — 


Zo 


I 2 — r 2 I ( I z 0 I 2 — r 2 ) 2 


un drculo. Al invertir los pasos que condujeron a la ecuacion (2), se sigue que 
las rectas se mapean en circulos que pasan por el origen. 

Puesto que cualquier transformacion fraccional lineal es una composicion 
de estas transformaciones especiales, se ha probado el siguiente teorema. 


teorema 

Las transformaciones fraccionales lineales mapean circulos en circulos en 


Ejemplo 3 

Mapeese de manera conforme la interseccion de los discos I z — 11 < 1 y 
I z — i I < 1 al primer cuadrante. 

SOLUCION: Como los circulos Iz — 11 = 1, Iz — * I = 1 se intersectan 
en los puntos 0 y 1 + i, se utiliza el mapeo 


z — (1 + t) 


que manda 0 a 0 y 1 + i a Los circulos se mapean en rectas perpendi- 
culares entre si en el origen, ya que el mapeo es conforme y las rectas tan- 
gentes a los circulos son perpendiculares en z = 0. Como f(2) = 1 + i y 
f((l + i)/2) = —1, las lineas tienen pendientes ±1 en el piano f y el 
traslape corresponde al conjunto larg f —ir\ < tt/ 4 (vease Figura 5.6). 
La rotacion 


w = = 


37Tj/ 4 z 

z — (1 + i ) 


produce el mapeo deseado. 
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W 


piano w 



FIGURA 5.6. 


EJEMPLO 4 

Mapeese el semipiano derecho en el circulo unitario I z I < 1 de tal forma 
que el punto 1 se mapee en el origen. 


SOLUCION: Notese que el mapeo del Ejemplo 1 


z - 1 

IV = - 

z + 1 


( 3 ) 


manda 1 aO, 0a -1 y el°° en 1. Ademas, ~i se mapean en ellos mismos 
[tales puntos se llaman puntos fijos del mapeo (3)]. Puesto que tres pun- 
tos determinan un circulo, se sigue que el eje imaginario se mapea en el 
circulo unitario (vease Figura 5.7). 




Figura 5.7. 


Ejemplo 5 

Encuentrese el numero de raices de la ecuacion 

p{z) = llz 4 - 10z 3 - 4z 2 + lOz + 9 = 0 


situadas en el semipiano derecho. 
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SOLUCION: Como la transformacion (3) mapea el semipiano derecho 
en el disco, al sustituir el mapeo inverso 

1 + w 

z = -» 

1 — w 

se obtiene el problema equivalente de encontrar el numero de raices de 
la ecuacion 

g(iu) = u; 4 + 3 w 3 + 8 w 2 — 2 w + 1 = 0 
que se situan en I w ! < 1. Si se escribe f(w) = 8 w 2 , se encuentra que 

lg(u;) —f{w) I < 7 < 8 I w I 2 = I/(to) I 

en I w I = 1, lo cual implica, por el teorema de Rouche, que p(z) tiene dos 
raices en el semipiano derecho. 


Ejercicios 

En los Ejercicios 1-4, describa la imagen de la region indicada bajo el mapeo dado. 


z _ 

1. El disco I z I < 1; w = i - 

z+ 1 

z — i 

2. El cuadrante x>0, y>0; w - - 

z + i 

IT Z 

3. El sector angular I arg z I < — ; w = -- 

4 z — 1 

z 

4. La franja 0 < x < 1; w = - - 

z — 1 

5. Encuentre el numero de raices de la ecuacion 

llz 4 - 20 z 3 + 6 z 2 + 20 z - 1 = 0 

que est&n en el semipiano derecho. 

6 . (iCuantas raices de la ecuacion 

17z 4 + 26z 3 + 56z 2 + 38z + 7 = 0 


se encuentran en el primer cuadrante? 

7. Utilice la funcion exponencial para mapear la region interior a I z I = 2 ,y exterior 
a I z — 1 I = 1 en el semipiano superior. 

8 . Mapee la region Iz — 1 I < 1, Im z < 0, en el semipiano superior. 

9. Mapee el sector I arg z I < 7r/4 en el conjunto | Re w I <1, Im w > 0.(Swgeren- 
cia: Utilice la funcion seno.) 


5.3 El PRINCIPIO DE SIMETRIA 

Dados tres puntos distintos z x , z 2 , z 3 en Oil, existe una transformacion frac- 
cional lineal que los lleva a 0, 1, respectivamente. Si ninguno de los puntos 
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es oo j esta esta dada por la razon cruzada 

(z-z 3 )(z 2 z i) 

y se convierte en 

Z 2 ~ z 3 z ~Zl Z-Z! 

- > - > - > 

z — z 3 z — z 3 Z 2 — Z J 

si Zj, z 2 o z 3 = 00 . Si w* es otra transformacion fraccional lineal con la mis- 
ma propiedad, entonces la composition w*w~ l mantiene fijos los puntos 
0, 1, 00 . Asi, se dene la transformacion 
. _ az + b 

S - -» ad—bc=F 0, 

cz + d 

que sadsface las ecuaciones 

n _ ^ a + b a 

d c + d c 

Pero entonces b = c = 0ya — d, lo que implica que zv*w^ = I, el mapeo 

identidad y, por ende, w* = w. Por tanto, w es la unica transformacion frac¬ 

cional lineal que mapea los puntos z,, z 2 , z 3 en 0 , 1 , respectivamente. 

Puesto que un cfrculo esta determinado por tres de sus puntos, ahora se 
puede definir facilmente una transformacion fraccional lineal que lleve un 
circulo dado en el piano z a un circulo dado en el piano w. Elijanse puntos dis- 
tintos z u z 2 , z 3 del primer circulo y w u w 2 , w 3 del segundo. Entonces 

(w-w 1 )(w 2 -w 3 ) = (z-z 1 )(z 2 -Z 3 ) 

(w-w 3 )(w 2 -w,) ( 2 -z 3 )(z 2 -Zi) 

mapea Zj, z 2 , z 3 en w lt w 2 , w 3 , ya que el lado derecho de la ecuacion ma- 
pea z!, z 2 , z 3 en 0, 1 , y la inversa del lado izquierdo 0, 1 , 00 en Wi, w 2 , 
w 3 . 


Ejemplo 1 

Encuentrese la transformacion fraccional lineal que mapea los puntos 1, 
1 , -1 en 2, 3, 4, respectivamente. 

SOLUCION: A1 resolver la ecuacion 

(w — 2)(3 — 4) _ (z-l)(i + 1) 

(w — 4)(3 — 2) (z + l)(*-l) 

para w, se obtiene 

= (2 - 4 i)z + (2 + 4 i) 

(1 — z )z + (1 + z) 




173 


5.3 • EL PRINCIPIO DE SIMETRIA 

Los puntos it y it son simetricos con respecto al eje real. Puede generali- 
zarse este concepto a cualquier circulo C de Dll. 

DEFINICION 

Los puntos zyz* son simetricos con respecto al circulo C, en el piano z extendi- 
do, si existe una transformation fraccional lineal it que mapee C en el eje real 
y que satisfaga it(z) = it(z*). 

A primera vista podria parecer que la simetria con respecto a C depende 
de la transformation it, pero si it * es una transformation fraccional lineal que 
tambien mapea C en el eje real, entonces f = it*it -1 mapea al eje real en si 
mismo. Por tanto, es de la forma 

(f - b l )(b 2 - b 3 ) _ (it -q t )(q 2 - a 3 ) , 

(f - b 3 )(b 2 - by) (it-q 3 )(q 2 -«i) 

con qy, bj, j = 1, 2, 3 reales. Despejando f, se obtiene 

_ aw + (3 

f--— > 

7 it + 8 

con a, |3, 7 , 8 reales; entonces, 

= FRi)) - tM^)) = tM**)) = "*(**)> 

y la simetria es independiente de la transformation utilizada. Aun mas, la 
simetria se conserva bajo transformaciones fraccionales lineales, porque si z y 
z* son simetricos con respecto al circulo C y w* es cualquiera de tales transfor¬ 
maciones, entonces w*(z ) y w*(z*) son simetricos con respecto a w*(C) bajo el 
mapeo itit* -1 . Este hecho se llama principio de simetria. 


Ejemplo 2 

Encuentrese el punto simetrico a i con respecto al circulo I z + 1 I = 1 . 

SOLUCION: Primero, se necesita encontrar la transformacion fraccional 
lineal del circulo Iz + 11 = 1 en el eje real. Al elegirse 0, —1 + 1 , —2 para 
mapearse en 0, 1 , 00 se obtiene 

—iz 

it = —-> 

z + 2 

que transforma a i en it = (2 — i)/ 5. Asi, it = (2 + i)j 5 y el mapeo inverso 

—2it 

z = -- 

it +1 

manda a it en 7 (—1 + i). Consecuentemente z* = + \i. 
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Ejemplo 3 

Encuentrese el numero a (< 1) para el cual existe una transformation 
fractional lineal que mapea al semipiano derecho, omitiendo el disco 
I z — 1 I < a en el anillo 1 < I xv I < 2. 

SOLUCION: Primero se buscan los puntos z 0 , z$ simetricos con respec- 
to tanto al eje imaginario como al tirculo \z — 11 = a. Si se rota el eje 
imaginario 90° se obtiene que 

iz$ =iz 0 = -iz 0 , 

asi que z§ - —z^. La transformation fraccional lineal que mapea 1 + a, 
1 + ia, 1 - a en 0, 1, 00 esta dada por 


. r*-(i 


Entonces 


asi que 


-(i + «r = 

- (1 -a)_ 


C 1 +a ) 

(l-a) 


+ a ) ~ _ 

-«)- 

a J] = r 

2)J L-i'o - 


z o - (1 + a) 
-£o - (1 -a) 


, ^o -(l +a )l . fz 0 + (l + «) 

l —- = —l —-- > 

_z 0 -(l-a)J Lz 0 + (l-a)_ 

de donde se obtiene z 0 2 = 1 — a 2 > 0. Por tanto z 0 es real y puede s u- 
ponerse z 0 > 0, ya que Zq = —z 0 , lo cual implica que z 0 = >/l — a 2 . 
Por el principio de simetria, el mapeo 


manda z 0 a 0 y — z 0 a. °° y mapea el eje imaginario y el tirculo I z — 1 I = a 
en tirculos concentricos en el origen. Puesto que f(°°) = 1, y 

wi . x - +a ) " 2 ° (1 +a) -z 0 _ 1 -z 0 

S (1 + a) = - •-= - <1, 

(1 + a) + z 0 (1 + a) — z 0 a 

se amplifica por a/(l — z 0 ) = 2, de donde a = -f y 

w=2$ = 2 . 


,z + f 


Ejercicios 

Encuentre la transformation fractional lineal que mapea los puntos — 1, i, 1 + i, res- 
pectivamente, en los de los Ejercicios 1-4. 

1.0, l.oo 2. l.oo.o 3. 2,3,4 4.0, l,i 

5. ,iEs w - z una transformation fraccional lineal? 
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6. Muestre que cualesquiera cuatro puntos distintos pueden mapearse, por una 
transformacion fraccional lineal, en los puntos 1, —1, k, —k, donde k depende 
de los puntos originales. 

Encuentre los puntos simetricos al punto 3 + 4 i con respecto a los drculos de los Ejer- 
cicios 7-9. 

7. Izi = 1 8. Iz - 11= 1 9. \z-i\= 2 

10. Mapee el circulo unitario en si mismo de tal forma que el punto a vaya a 0 y 
a/lctlal, lctl< 1 .(Sugerencia: Mapee Ct* a °°.) 

11. Encuentre la transformacion fraccional lineal que lleva a I z 1 = 1 en I z — 1 I = 1, 
el punto -1 en 0, y 0 en 2 i. 

12. Encuentre una transformacion fraccional lineal que llevel z I = lylz — 1 I = 3 a 
circulos concentricos. <;Cual es la razon de los radios? 

13. Haga el Ejercicio 12 para Iz I = 1 e Im z = 2. 

14. Pruebe que todo mapeo conforme de un disco en otro esta dado por una trans¬ 
formacion fraccional lineal. ^Por que esto implica la unicidad de la funcion en el 
teorema de Riemann del mapeo? ( Sugerencia : Utilice el lema de Schwarz, Ejer¬ 
cicio 3, Seccion 2.4.) 

15. Suponga que z* es simetrico al punto z con respecto al circulo Iz — a 1 = 7?. 
Pruebe que (z* — a) (z — a) = R 2 . 

16. Utilice el resultado del Ejercicio 15 para comprobar que se puede usar la cons- 
truccion mostrada en la Figura 5.8 para localizar los puntos simetricos con res¬ 
pecto a un circulo. 


5.4 COMPOSICIONES DE MAPEOS CONFORMES 

ELEMENTALES _ 

En la Seccion 5.1 se probo que las funciones elementales e *, cos z, sen z, log z 
y z a son conformes en aquellas regiones de sus dominios de definicion donde 
su derivada es diferente de cero. En esta seccion se mostrara como pueden 
usarse las composiciones de dichas funciones, con transformaciones fracciona- 
les lineales, para mapear de manera conforme ciertas regiones en otras. El pro- 
cedimiento que se utilizara para analizar el mapeo es similar al que se uso en 
los Ejemplos 2 y 3 de la Seccion 5.2. 



Figura 5.8. Construccion geometrica de puntos simetricos con respecto al 
circulo l z — a l = R 





176 


CAPITULO 5 • MAPEOS CONFORMES 


Ejemplo 1 

Encuentrese un mapeo conforme de la franja infinita I Im z I < 7r/2 en el 
disco unitario. 


SOLUCION: Si se aplica el mapeo conforme f = e 2 a la franja infinita 
I Im z \ < it/2, se obtiene el semipiano derecho Re f > 0, porque 

£ x ±iV/2 - ±e x i y e ° = l. 

El principio de simetria implica que el mapeo 


w = --, 

1 +f 

que manda 1, 0, —1 en 0, 1, °° debe mapear al eje imaginario en el 
circulo unitario. Por tanto, la composition w = zv(t; (z)), 


XV - 


i -r 

i + f 


1 -e 8 
1 + e 2 



mapea la franja I Im z I < 7t/2 en el circulo unitario (vease Figura 5.9). 



piano z 


Figura 5.9. 



piano f 



Ejemplo 2 

Mapeese de manera conforme la franja semi-infinita / = { z: I Re z I < 
it/2, Im z > 0} en el primer cuadrante. 


SOLUCION: La funcion f — sen z mapea a/ en el semipiano superior, 
porque (vease Seccion 1.8) 


sen 


7T 

2 




cosh y = ± cosh y, 


lo cual implica que lsen(± n/2 + iy) I = cosh y > 1 mientras que 
I sen* 1^ 1 para lx I ^ 7 t/ 2. Pero la funcion xv — yJY rnapea el semipla- 
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no superior en el primer cuadrante, puesto que la raiz cuadrada reduce el 
argumento a la mitad. Asi, w = >/sen z es el mapeo deseado. 


EJEMPLO 3 

Mapeese el semipiano derecho, cuando le falta la recta jz: x > 1, y = 0} 
en el semipiano superior. 


SOLUCION: Primero apliquese la funcion f = z 2 para obtener el pia¬ 
no, menos las dos ranuras que se muestran en el piano f de la Figura 
5.10. Entonces, utilice la transformacion fraccional lineal que lleva 1, 

0 en 0, l,w, 


para mapear el piano con sus dos ranuras en un piano con una sola ranu- 
ra. Finalmente, w = sfZ genera el semipiano superior, asi que el mapeo 
deseado es 






piano z 


piano f 


piano Z 


piano w 


Figura 5.10. El mapeo w = 



ejercicios 

1. Encuentre un mapeo conforme del disco unitario en la franja infmita I Re z I < 1 . 
{Sugerencia: Considere el inverso del mapeo del Ejemplo 1.) 

2. Muestre que 

z 

VO = -- 

s/z . 2 + 1 

mapea, de manera conforme, el semipiano superior al que se ha quitado la lmea 
{z: x = 0 , y > 1 } 
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3. Encuentre un mapeo que lleve al semipiano superior en el complemento del seg- 
mento de recta de -1 a 1. 

4. Encuentre un mapeo conforme del cuadrado{ z: lxl< 1, I y I ^ 1 } en el 
anillo 1 < I w I < e 2n con el eje real negativo suprimido. 

5. ,iCual es la imagen del disco 1 2 — a I < a bajo el mapeo iv = z 2 ? 

6 . Muestre que la transformacion 

\W+lJ \ z+1J 

mapea de manera conforme la mitad superior del disco unitario en el mismo. 

7. Describa la imagen de la hiperbolax 2 — y 2 = \ bajo el mapeo w = 

8 . Mapee el complemento del segmento de recta {z: y = 0, \x l< l}en el disco 
unitario. 

*9. Mapee el exterior de la parabola y 2 = 4x en el disco unitario de tal forma que 0, 
-1 sean enviados en 1, 0. 

*10. Mapee la region a la izquierda de la rama derecha de la hiperbola Re( 2 2 ) = 1 
en el disco unitario. ( Sugerencia: Considere el mapeo w = z + 1 jz.) 

*11. Pruebe que el mapeo 


w = 


Az 2 + Bz + C 


az 2 + bz + c 

puede descomponerse en tres transformaciones sucesivas, 


j. _ az + j3 
72+5 


1 


2= f r + - 
r 


1 


w = idZ + v, 


o en dos, 


az + (3 
72 + 5 


y zv = f 2 + v. 


5.5 FLUJO DE FLUIDOS 


En esta seccion se analizara un problema fisico que puede resolverse con la 
ayuda de funciones analiticas. 

Como una funcion compleja puede descomponerse en dos funciones rea¬ 
les la teoria de funciones analiticas es muy util al resolver problemas que tienen 
dos variables en un espacio bidimensional. Sin embargo, como este libro no es 
un tratado de fisica matematica, mucho de lo que sigue es un bosquejo heuris- 
tico de la teoria fisica. 

Una descripcion completa del movimiento de un fluido requiere el cono- 
cimiento del vector velocidad en todos los puntos del fluido en cualquier tiempo 
dado. Supongase que el fluido es incompresible (esto es, de densidad constan- 
te) y que el flujo es estacionario (independiente del tiempo) y bidimensional 
(el mismo en todos los pianos paralelos al piano xy del espacio tridimensional). 
Se presentan condiciones de este tipo, por ejemplo, cuando en el flujo del 
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fluido se interpone un objeto cilfndrico largo, cuyo eje es perpendicular a la di¬ 
rection del flujo. El vector velocidad puede darse, entonces, como una fun- 
cion compleja continua en una variable compleja V = V (z) para todo z en una 
region G. Tambien se supondra en esta section, que la region G no contiene 
fuentes o sumideros (puntos en los cuales el fluido se crea o se destruye). 

La inferencia de que el fluido es incompresible y que no hay fuentes o su¬ 
mideros en G implica que una region simplemente conexa de G siempre con¬ 
tiene la misma cantidad de fluido. Asl, la cantidad de fluido por unidad de 
tiempo que atraviesa por un elemento de longitud ds de una curva de Jordan 7 , 
spp, contenida junto con su interior en G, es V n ds, donde V n es la componente 
(un numero real) de V en la direction de la normal que apunta hacia el exte¬ 
rior de la curva (vease Figura 5.11). Por tanto, el flujo total hacia afuera 

Q = f V n ds = 0. (1) 

La integral de linea de la componente tangencial V s de la velocidad V a lo 
largo de la curva 7 , 

r = f v s ds, (2) 

Jy 

se llama circulation de V a lo largo de 7 . Si la circulation no es cero en alguna 
curva 7 , entonces las componentes tangenciales que tienen un signo dominan 
a las que tienen el otro signo en la integral (2). En terminos generales, esto sig- 
nifica que el fluido rota alrededor de 7 . Se dice que el flujo es irrotacional si la 
circulation es cero a lo largo de todas las curvas cerradas en G. A1 suponer que 
el flujo es irrotacional, F = 0 . 

Considerese la Figura 5.11, donde las direcciones normal y tangencial, 
que van afuera de la curva 7 se indican en un punto z. Sea a = a(z) el angulo 





180 


CAPfTULO 5 • MAPEOS CONFORMES 


entre la direccion horizontal (positiva) y la normal hacia afuera de 7 en z, y su- 
pongase que el vector velocidad V en z es como se indica. 

Rotando el sistema de coordenadas ns alrededor del punto z por un angu- 
lo —a se obtienen los componentes normal y tangencial del vector velocidad V 

V n = Re(e~ ia V), V s = Im(c“ 10! V). 

En particular, se tiene que 

e~ ia V= V n +iV s . (3) 

El elemento de longitud ds esta relacionado (vease Figura 5.11) con los 
elementos dx y dy por las identidades 

dx = cos | — + otj ds, dy = sen ^ + aj ds, 
lo cual implica que 

dz = dx + i dy = e , ( 7r / 2+ “) d s = { e ia ( 4 ) 


Ahora, si 7 es cualquier curva de Jordan spp contenida junto con su interior en 
G, tenemos por las ecuaciones (l)-(4), 


f V(z) dz = i 

Jy 


(e~ ia V) ds 
■ly 


-i f (V n +i'V s )ds 
Jy 

= f ( V s + iV n ) ds = 0, 

J y 


donde se denota que V(z) es analitica por el teorema de Morera. Si G es 
simplemente conexa, la antiderivada de V(z) es una funcion analitica w(z) = 
u(z) + iv(z), Uamada potencial complejo del flujo; u se conoce como fun¬ 
cion potencial y v como funcion corriente.* Las particulas individuales del 
fluido se mueven a lo largo de curvas cuyas direcciones, en cada punto, coinci- 
den con la del vector velocidad. Tales curvas se llaman lineas de corriente y 
estan caracterizadas por la ecuacion v(z) = constante, ya que la tangente de 
tal curva tiene pendiente 

dy _ v x _ v x , 

— --- - tan arg w = tan arg V 

dx Vy u x 

por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, puesto que V = w 1 . 

Las curvas u{z) - constante se llaman lineas equipotenciales y son nor- 
males a las lineas de corriente, ya que 

dy _ u x _ u x —1 

dx u y v x tan arg V 


* Evitamos utilizar el simbolo 0 en la funcion potencial para enfatizar, mas tarde, la analogla entre el flujo 
de fluidos y el flujo de calor, y conservar nuestra notacion para mapeos. 
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En consecuencia, los puntos en los que V(z) = 0, y w'(z) = 0, se conocen 
como puntos de estancamiento del flujo. 


EJEMPLO 1 

Supongase que el semipiano superior tiene un flujo uniforme de velocidad 
A (> 0) en la direccion positiva de las x. Aquel se aproxima al flujo de 
fluidos en canales extremadamente anchos (vease Figura 5.12). 

Como V(z) = A, se sigue que w'{z) = A, asi que el potencial com- 
plejo es w(z) = Az + c, donde c = Cj + ic 2 es una constante comple- 
ja. Entonces u(z) = Ax + Cj y v(z) = Ay + c 2 , asi que las lmeas equipo- 
tenciales son verticales y las de corriente horizontales (despreciando el 
efecto de la viscosidad sobre el eje real). Si c = 0, la lmea de corriente 
v — 0 coincide con el eje real. 


-► 

■*- 


0 I 

Figura 5.12. 


X 


Supongase que la funcion f = f(z) mapea de manera conforme la region 
G en el semipiano superior f(G). Si el potencial complejo w($) del flujo del 
fluido en/(G) es conocido, entonces el potencial complejo del flujo en G esta 
dado por la funcion analitica w(f(z)). Por ejemplo, si el potencial complejo en 
/(G) es el dado en el Ejemplo 1, entonces las lmeas de corriente en G son 
aquellas curvas que, mediante la funcion compuesta wof , se mapean en las 
rectas v — constante en el semipiano superior. La determinacion de tales fun- 
ciones compuestas es el procedimiento fundamental en la solucion de proble- 
mas en la dinamica de fluidos. 


Ejemplo 2 

Para encontrar las lmeas de corriente a lo largo de un angulo recto de un 
canal ancho, inicialmente puede estudiarse el flujo en el primer cuadran- 
te. El mapeo £ = z 2 forma el cuadrante en el semipiano superior. Asi 
que, si conocemos el potencial complejo w = w (^) del flujo en el semipla- 
no superior, entonces iv = w(z 2 ) es el potencial complejo del flujo en el 






182 


CAPiTULO 5 • MAPEOS CONFORMES 


primer cuadrante. Por ejemplo, si suponemos que el flujo es uniforme y 
de velocidad A (> 0) en la mitad superior del piano f (y c = 0), enton- 
ces el potencial complejo en el piano f es w — A$. Asl, el potencial 
complejo en el primer cuadrante satisface w = Az 2 , las lineas de 
corriente estan dadas por las hiperbolas 2 Axy - constante, y el vector ve¬ 
locidad es V(z) = 2Az. El origen es un punto de estancamiento. (Vease 
Figura 5.13.) 



FlGURA 5.13. Uneas de corriente en una esquino 


Ejemplo 3 

El mapeo f = z + a 2 /z tiene importantes aplicaciones en el flujo bidi- 
mensional de fluidos. Reescribiendo la transformacion en la forma 

z 

Se ve que la imagen £ de cada punto del cfrculo I z I = b, b> a, satisface 

lr- 2 al+lr+ 2 al= iz Zl J1 + u l AL . 


Por la ley de los cosenos (vease Figura 5.14), se sigue que 

I z — a I 2 ~ a 2 + b 2 — 2 ab cos 6, 

\z + a\ 2 = a 2 + b 2 — 2 ab cos (n — 0), 


donde 8 


arg z. Por tanto. 


If — 2a 1+ If + 2al = 


2(a 2 +b 2 ) 
b 


y como el lado derecho es constante para una b fija, se sigue que la ima¬ 
gen del circulo Iz I = b es una elipse con focos en ±2a. De ahi que los 
circulos concentricos de radio b'> a centrados en el origen del piano z se 
mapean en elipses confocales en el piano f . Ademas, el circulo Iz I = a 
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1 


v 



piano z piano ( 

2 

FIGURA5.14. El mopeo f = z + — 

z 


se mapea en el segmento de recta que une -2 a y 2 a en el piano f, puesto 
que z - ae ie implica que 



FlGURA 5.15. Flujo alrededor de un cilindro 
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Si se observa que (2 + a 2 /z)' = 1 — (a/ 2 ) 2 , entonces f = z + a 2 jz mapea 

de manera conforme el exterior del circulo 12 I = a en el exterior del seg- 

mento de recta que va de -2a a 2a. Por tanto, suponiendo que el mo- 

vimiento del flujo del fluido en el piano f es uniforme y de velocidad 

A (> 0) paralela al eje real, se obtiene el potencial complejo 

J a 2 

w = A\z + — 

para el flujo alrededor de un cilindro circular de radio a (vease Figura 
5.15). La funcion corriente se obtiene cuando 2 = re 

a 2 

v = A ( r -| sen 8 ; 


ie 


asi 


la linea de corriente v = 0 consta del circulo 12 I = a y del eje real con 
lxl>a. La velocidad del flujo de fluido es 


V= w =A 


1-1 - 


con puntos de estancamiento enz = ±a. Notese que V -* A cuando 1 2 1 —> 
00 , por lo cual, aunque la corriente se perturba por la presencia del ci¬ 
lindro, la perturbacion es despreciable a grandes distancias del cilindro, y 
el flujo para grandes i 2 I es esencialmente uniforme y de velocidad A pa¬ 
ralela al eje x. 


\ 


Ejercicios 

Encuentre las lineas de corriente para el flujo de un fluido incompresible, sin fuente ni 
sumideros, en cada una de las regiones de los Ejercicios 1-4. Suponga que el flujo tiene 
velocidad A > 0 cuando 2 -* <iHay puntos de estancamiento? 


1 . 0 < arg 2 < 


37r 
4 


2 . 


0 < arg 2 < 


bn 

4 


3. 0 < arg 2 < — 4. — < arg 2 < — 

4 4 4 

En los Ejercicios 5-8, calcule la rapidez I V I en z = 0, 1, e i para el flujo en el semipla- 
no superior dado por cada uno de los potenciales complejos. <;Hay puntos de estanca¬ 
miento? 

5.w = z + z 3 * * * 7 * * 10 11 6. w = z + 2iz 2 

7. w = 32 — iz 2 8 . w = sen 2 

9. Encuentre las ecuaciones de las lineas de corriente para los potenciales complejos 

dados en los Ejercicios 5-8. 

10. Encuentre las ecuaciones de las lineas equipotenciales para los potenciales 
complejos dados en los Ejercicios 5-8. 

11. Suponga que el potencial complejo para un flujo en el piano z esta dado por 
w — cosh 1 ( z/a ). Describa las lineas de corriente para este flujo. ( Sugerencia: 
Considere z = a cosh w.) 
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/ - 
/ / - 
I / / -- 

1 / 

± 1 AL _ 

= sen 1 z 

E 

! 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 


0 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ / 
s' 


0 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

i i i 

rr/2 


piano z piano C 

FlGURA 5.16. Flujo vertical unitorme en el piano f 

12. Use el Ejercicio 11 para describir un flujo a traves de una abertura acotada por 
la hiperbola x 2 — y 2 = 1 . 

13. Use el Ejercicio 11 para describir el flujo a traves de una abertura de ancho 2 a en 
una placa plana. <|Es este flujo realizable frsicamente? ( Sugerencia: Encuentre la 
rapidez en los bordes.) 

14. Use el mapeo £■ = sen - 1 z para determinar las lmeas de corriente del flujo de un 
fluido incompresible en la region mostrada en la Figura 5.16. Suponga que el 
flujo en el piano £ es uniforme y paralelo al eje imaginario. <|Es este flujo reali¬ 
zable fisicamente ? 

15. El teorema de Bernoulli establece que en el movimiento estacionario de un 
fluido incompresible, la cantidad 

? + \ I V \ 2 

P 

tiene un valor constante en todos los puntos de una linea de corriente del flujo, 
dondep, p y I Vl son la presion, la densidad y la rapidez, respectivamente. 
Muestre, para el Ejemplo 3, que si A 2 > \p (°°)/p, entonces habra puntos en los 
que la presion es negativa. En estos se formara vacio, lo que provoca el fenomeno 
de cavitacion. Ocurre cavitacion, por ejemplo, cerca de las puntas de una helice 
que se mueve rapidamente. 


5.6 La formula de Schwarz-Christoffel 


En el segundo teorema de la Seccion 5.1 (pagina 163), se probo que si f(z) es 
analitica en una region que contiene al punto z 0 en el cual f'(z) tiene un cero 
de orden k, entonces todos los angulos en z 0 se amplifican por el factor k + 1. 
Considerese, en cambio, una funcion f(z) analitica con derivada 

f(z)=A(z-z 0 )*, 
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piano z piano w 

Figura 5.17. Efecto de /'(*) = a(z -z 0 ) a 


donde —1 < a< 1, a =£ 0. El punto z 0 es un punto de ramificacion para /'; 
sin perdida de generalidad, supongase que el corte de ramificacion es vertical y 
hacia abajo de z Q . Sea z un punto de la recta, paralela al eje real, que pasa por 
z 0 . Puesto que 

arg f\z) = arg A + a arg (z - z 0 ), 

el cambio en direction sera arg A si z esta a la derecha de z 0 , y arg A + na si z 
esta a la izquierda de z 0 (vease Figura 5.17). Entonces, el angulo n en z 0 se 
amplifica por el factor a+ 1 en f(z 0 ). 

Puede utilizarse esta observacion para construir una funcion f[z) que 
mapee al eje real en una trayectoria poligonal. Sean x j < x 2 < . . . < x n nume- 
ros reales, y supongase que la funcion f(z) tiene derivada 

f'\z) = A(z - PC! )“> (z - X 2 )“* . . . (z - x n ) a » , 
donde A 9^ 0 es una constante compleja y — 1 <a& < 1, para k = 1, 2, . . ., n. 
Puesto que 

arg f'(z) = arg A + a! arg(z - *i) + a 2 arg(z - x 2 ) + • • • + arg(z - x n ), 
las imagenes de los intervalos (—°°, ), x 2 ), ■ ■ (x n , °°) son segmen- 

tos de rectas cuyos angulos, medidos a partir de la horizontal, estan dados 
como sigue. 

Intervalo Angulo 

(x„,°°) arg A 

(Xn-\,Xn) ar g A + TTCtn 


(Xl, X 2 ) 

JCi) 


arg A + Tr(a 2 +... + «„) 
arg A +ir(a 1 +... + «„) 



5.6 


LA FORMULA DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL 


187 


y 


*1 

* 2 

* c 1 

4 ° 1 
0 

w = /(z) 

T 

T 

T T 


1 

l 

1 

, Cortes de! 


1 

1 

1 

1 

1 

1 ramificacion 

1 1 



piano z 

Figura 5.18. 


V 



Asi, la funcion w - f(z) mapea al eje real en una trayectoria poligonal, como 
se muestra en la Figura 5.18. 

Por construction, f(z) es analitica en el piano complejo, excepto en los 
cortes de ramificacion hacia abajo de cada uno de los puntos Xj, x 2 , . . ., x n 
Asi que, si z es un punto cualquiera en el semipiano superior, podemos definir 
el mapeo conforme f(z) por 


/(*) = 


/'(?) dS 


•I 7 

donde 7 es el segmento de recta que va de x 0 (^x k , k =1,2, . . n) a z. Cual- 
quier funcion f(z) de esta forma se conoce como una transformation de 
Schwarz-Christoffel. Esta argumentation proporciona el reciproco del si- 
guiente teorema, cuya prueba esta mas alia del objetivo de este libro. 


Teorema de Schwarz-Christoffel 

Todas las funciones que mapean de manera conforme el semipiano supe¬ 
rior en un poligono en 311 con angulos exteriores a*, k - 1,. . n, son de 
la forma 

f(z) = A + B f* (2 - xj)“‘ (2 - x 2 )“ 2 * . . . * {z — x n )“ n dz, . 

■ Jo 

donde los puntos X] < x 2 < . . .<x n son reales, y A, B constantes 
complejas. 


La funcion dada por la ecuacion integral de este teorema se llama formu¬ 
la de Schwarz-Christoffel para el poligono dado. 

El angulo exterior en el vertice w k = f[z k ) del poligono es na k requerido 
para hacer que la direccion del vector que va de w * a j coincida con la del 
vector que va de am*. En la Figura 5.19, se observa que el angulo exte¬ 

rior se mide al rotar desde el siguiente lado del poligono hasta la linea que es 
continuation del lado anterior del poligono. Notese que — 1 < a* < 1, con 
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a* > 0 cuando la rotacion es en el sentido contrario al de las manecillas del 
reloj, y <x k < 0 cuando es en el sentido de las manecillas del reloj. Ademas, si 
se efectua un circuito completo en el sentido de las manecillas del reloj a lo lar¬ 
go del perimetro del poligono, se recorre una revolucion completa, lo cual 
implica que 

n n 

it 2 a k -= — 27T o 2 a k =-2. 
k-t k=l 

Las constantes A y B controlan —por medio de traslaciones, amplifica- 
ciones y rotaciones— la localizacion, escala y orientacion del poligono en el 
piano w, y los puntos se mapean en los vertices w k del poligono. 

Una transformacion fraccional lineal del semipiano superior en si mismo 
permite mapear tres de los puntos x k en tres posiciones prescritas sobre el eje 
real. Asi, se tiene la libertad de elegir la localizacion de tres de los puntos x k . 
Dependiendo del poligono, una election apropiada de las localizaciones de es- 
tos puntos puede ser extremadamente util para obtener una solucion en forma 
cerrada de la integral. La localizacion de los puntos x k restantes depen de de la 
forma del poligono y puede ser muy dificil de establecer, excepto en los casos 
en que el poligono sea altamente simetrico. 

Generalmente conviene elegir x n = aqui se omite el termino que con- 
tiene a x n en la formula de Schwarz-Christoffel. 

Los ejemplos siguientes muestran el uso de la formula de Schwarz-Chris¬ 
toffel. 


Ejemplo 1 

Mapeese, de manera conforme, el semipiano superior en la franja lx I < 
i, y>o. 

SOLUCION: Elijase —1, 1, °° como los puntos que van a mapearse en 
los vertices -1, 1, °° de la franja en Fill (vease Figura 5.20). Por la formu¬ 
la de Schwarz-Christoffel, 

w=A+B r (z + 1)- 1 / 2 (z-1)- 1 / 2 dx = A + B f* — dz . 

j0 Jo y/z 2 - 1 
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EJEMPLO 2 

Mapeese el semipiano superior en la region sombreada del piano w, 
mostrada en la Figura 5.21. 


SOLUCION: Es facil obtener esta transformacion sin utilizar la formula 
de Schwarz-Christoffel. De la composicion de los mapeos indicados en la 
Figura 5.21 se sigue que 



Para comprobar que se obtiene la misma transformacion con la formula 
de Schwarz-Christoffel, notese que se tienen angulos exteriores — 7r/2,7T, 
—7 t/ 2 en -1, 0, 1. Por ende, 
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w = A + B 


z dz 


Jo 

= A+By/z 2 - 1 * - ( A-Bi) + B\/z 2 - 1. 

Ahora 0 = tu(l) = A - ei = to(0) = A, asiquef? = 1 y w = ^/ z 2 _ ^ 


Ejemplo 3 

Mapeese el semipiano superior en la franja infinita 0 < v < n. 

SOLUCION: Considerando el triangulo sombreado de la Figura 5.22, 
supongase que los puntos — 1 , 0 del piano z se mapean en los punt os 
iv,*,, iri, zv 0 del piano w. Si hacemos que u; 0 tienda a a traves de los 
reales negativos, mientras que tiende a oo p 0 r los reales positivos, se 
obtiene la franja infinita 0 < v < 7 r en el limite. Los angulos exteriores en 
Woo, ni, w o tienden a —rr, 0, —it, entonces una formula de Schwarz- 
Christoffel para el caso limite es 

f z dz 

w = A + B —- - A + B log z. 

J l z 

Se escoge z — 1 como el limite inferior de la integracion, puesto que 
log 0 = °°. Ahora 

iri = w{— 1) = A + B log(—1) = A + Bni, 
asi que si^l = OyU = lse llega a la transformacion deseada w - Log z. 



piano z piano w 


Figura 5 . 22 . 


Ejemplo 4 

Mapeese el semipiano superior en el interior de un triangulo con angulos 
exteriores —7ra, — 7r/3, — 7 T 7 , donde a + |3 + 7 = 2. 

SOLUCION: ElijanseaO, 1 , 00 como puntos que desean mapearse en los 
vertices con angulos exteriores ~ 7 ra, — tt/3, —Try, respectivamente; se en- 
cuentra que la funcibn tiene la forma 
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f(z) = A+B 


'o z a (z - l) fl 

Como A y B afectan unicamente la posicion y el tamano del triangulo, 
con el fin de encontrar la formula mas simple para la localizacion de los 
vertices, se dene A = 0, B = e l7rP , y 

dz 


m = 


dx 


0 z a (1 -zf 

_ T(1 -a)r(l - j3) 


Entonces /(0) = 0 y 

_ 

Jo X a (l -xf r( 7 ) 

La funcion gamma satisface la idenddad r(x)r(l — x) = 7 r(sen 7 T?c)~ 1 , 
por lo cual la longitud de este lado es 

c = - sen7ry r(l -a)r(l — /3)T(1 - 7 ). 

7T 

Si se utiliza la ley de los senos, las longitudes de los otros dos lados son 
a = — sen 7 ra f(l — a)r(l — /3)r( 1 — 7 ), 


b= sen 7tj3 r(l - a)r(l -/3)T(1 -7) 


(vease Figura 5.23). 



piano z piano w 

Figura 5.23. 


Ejemplo 5 

Mapeese el semipiano superior en el interior de un rectangulo. 


SOLUCION: Por el Ejercicio 6 de la Seccion 5.3, cualesquiera cuatro 
puntos sobre el eje real pueden mapearse, por una transformacion frac- 
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cional lineal, en los puntos ±1, ±k, k > 1 (inviertase si es necesario). En 
consecuencia, el mapeo esta dado por 

dz 

I{Z} ~ Jo ,/(! -z 2 )(k 2 -z 2 ) 

(vease Figura 5.24). A partir de la formula se nota de manera clara que 
los vertices del rectangulo son simetricos respecto al eje imaginario, con 

b= - f 1 -—- = I F (- , 

k Jo _ x 2 )(1 _^-2 x 2 ) k \2 k) 

(una integral ellptica de primera clase) y 

[k dx i f k dx 

ic = -■— = —- 

jl y/( 1 -X 2 )(k 2 -X 2 ) k jl X 2 -1)(1 - k- 2 X T ) 


Y 


-H-1--F 

~k -1 0 ! 1 

piano z 

Figura 5.24. 



ic 



b 0 

b 


piano W 


u 


Ejercicios 

1. Encuentre las lineas de corriente de un flujo de fluido incompresible de veloci- 
dad A{> 0) en oc para la region sombreada del piano w de la Figura 5 . 21 . 

2. Obtenga un mapeo del semipiano superior en la region sombreada del piano w 
en la Figura 5.21, que mande a los puntos 0, 1, o° en 0, i, 0. 

3. Muestre que la funcion 



mapea el semipiano superior en un cuadrado con lados de longitud 
a=-\ l dt = r (i) r ( 2 ) = r 2 (i) _ 

2 Jo -t 2r(|) 2>AT 

4. Utilizando la transformacion de Schwarz-Christoffel, encuentre el mapeo que 
transporta el semipiano superior en la franja infinita \y I < 1 . 

5. Mapee de manera conforme el semipiano superior en el exterior de la franja 
semi-infinita I x I < 7t/2, y > 0. 

6 . Mapee de manera conforme el semipiano superior en cada una de las regiones 
indicadas en la Figura 5.25 con 0, 1, 00 -* a, j 8 , y, respectivamente. 

7. Mapee de manera conforme el semipiano superior en la region senalada en la Fi¬ 
gura 5.26, y muestre que la longitud (con I B I = 1) del segmento que va de « a j3 
es igual a 127T'\ > /27r/5r 2 (- 4 ). 
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Figura 5.25. 



FIGURA 5.26. 


* 8 . Mapee de manera conforme el semipiano superior en la region de la Figura 5.27, 
con 0, x, a, (3,7, 5, respectivamente, y muestre que x = k 2 ,0 <k 

1. ( Sugerencia: Haga s 2 = (z — 1 )/(z — x).) 



Figura 5.27. 


*9. Muestre que 


m = a 


Log 


yjz +y/z — a 
\fz—yjz — a 


iy/a — 1 Log 


iy/z{a — 1 ) + yfz — a 
i\Jz{a — 1 ) —yjz — a 


+ B 


mapea de manera conforme el semipiano superior en la region de la Figura 5.28 
con 0, 1, a, °° -*■ (X, |3, 7 , 5 y a — 1 + (h 2 /H 2 ). 
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FlGURA 5.28. 


5.7 APLICACIONES FISICAS EN FLUJO DE CALOR Y 
ELECTROSTATICA (opcional) 


En esta section se desarrollara la teoria basica de los flujos de calor y de campos 
electrostaticos bidimensionales en estado estacionario. Es importance notar las 
similitudes entre estos flujos y el de fluidos. En la siguiente section se presenta- 
ra un breve desarrollo de la teoria de estelas en un fluido. 

FLUJO DE CALOR 

Puede enfocarse el estudio de la conduction de calor en un cuerpo sdlido ho- 
mogeneo de manera muy parecida a como se trato el flujo de fluidos, si el soli- 
do es tal que el flujo es bidimensional, y el flujo de calor se encuentra en estado 
estacionario. Supongase que no hay fuentes o sumideros de calor en la region 
G, simplemente conexa. Puesto que dos puntos pueden tener temperaturas di- 
ferentes, hay un flujo de calor — por conduction— de las partes mas calientes 
hacia las mas frlas. El vector flujo de calor Q = Q(z) puede escribirse como 
una funcion compleja continua. El calor que fluye afuera desde el interior de 
una curva 7 cerrada spp contenida en G debe satisfacer 

Qn ds = 0, 

jy 

porque, de otra forma, la temperatura en el interior cambiaria. Como el calor 
fluye de las partes mas calientes hacia las mas frias, es irrotacional, asf que se 
tiene 

Qs ds = 0 ; 

Jy __ 

por el teorema de Morera (como la Section 5.5) se sigue que Q es analitica en 
G. Entonces 

Q(z) = -kw'(z), 

donde k es el coeficiente de conductividad termica y w = u + iv es el poten¬ 
tial complejo del campo termico. Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 
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w'(z) = u x + iuy = grad u(z), el gradiente de u, as! que Q - -k grad u (ley 
de Fourier), lo cual implica que el flujo de calor es normal a las curvas u(z) = 
constante. Los puntos que estan sob re estas lmeas deben tener la misma tem- 
peratura; entonces las curvas u(z) = constante son las isotermas y u( z) es la 
temperatura. Las curvas v(z) = constante se llaman lineas de corriente, y son 
ortogonales a las isotermas. 

Un problema frecuente en elflujo de calor en estado estacionario es construir 
las isotermas en una region G especificando las temperaturas de la frontera. 



Ejemplo 2 

Encuentre las isotermas de una placa G, que tiene la forma de la Figura 
5.25a, aislada a lo largo del segmento que une a a= 0 con (3=1, con 
temperatura - 1 ° en el rayo que va de a a 7 y 1 ° en el que va de a 7 . 
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SOLUClON: Como los angulos exteriores en 0 y 1 son — 7 r /2 y 7r/2, res- 
pectivamente, la transformation de Schwarz-Christoffel 

z- 1 + — f / -—- rff = 1 + — [\A 2 — 1 + cosh -1 f] 

IT Jl V f -1 * 


mapea el semipiano superior en G con —1, 1 , °o -> a, (3, 7 . Pero f = sen 
(irw/2) mapea la franja \u l< 1 , v > 0 , en el semipiano superior, as! 


que 


z = 1 + n 1 


i cosh 1 



— cos 


7T w 

T_ 


mapea la franja mencionada en G. Por tanto, su inversa w = w(z) es el 
potencial complejo. Como en el Ejemplo 1, las isotermas seran las image- 
nes, bajo z = z(w), de las rectas verticales u = constante. Simplificando 
el primer termino entre parentesis, se encuentra 


W + \ 1 7 TW 



de donde las isotermas pueden graficarse facilmente. 


electrostatica 

Considerese un campo electrostatico piano E(z) que surge de la atraccion o re¬ 
pulsion de un sistema arbitrario de cargas (fuentes y sumideros) dispuestas en 
el piano. En una region simplemente conexa G, complementaria a estas car- 
gas, el interior de una curva cerrada 7 spp contenida en G no tiene carga, as! 
que 

E n ds = 0, 

h 

por la ley de Gauss. La circulacion del campo es el trabajo realizado por el 
campo cuando una carga positiva unitaria recorre la curva 7 completa. Como 
no se requiere gasto de energla para mantener un campo electrostatico, se 
tiene que 

E s ds = 0. 

Entonces se dice que E es un campo potencial, E/i es analitica, y su antideri- 
vada iw = — v + iu se llama potencial complejo del campo; -v es la funcion 
fuerza y u es la funcion potencial. Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, se 
encuentra 

E = — w'(z) = —(u x + iu y ) = —grad u. 

Las curvas v(z) = constante son lineas de fuerza, y u(z) = constante son 

lineas equipotenciales. 
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TABLA 5.1 Analogfas del flujo de fluidos; flujo de color y compos electrostaticos 



Flujo de 
fluidos 

Flujo de 
color 

Campo 

electrostatico 

Potencial complejo 

w(z) = u + iv 

w{z) = u + iv 

iw(z) = —v + iu 

Campo vectorial 

11 

Q= -kw'(z) 

E = —w'(z) 


= grad u 

= —k grad u 

= —grad u 

u 

Funci6n potencial 

Temperatura 

Funcion potencial 

u(z) = constante 

Lfneas equipotenciales 

Isotermas 

Lfneas equipotenciales 

V 

Funcion corriente 

Funcion corriente 

—v es la funcidn 




fuerza 

v(z) - constante 

Llneas de corriente 

Lineas de corriente 

Lfneas de fuerza 


Pueden resumirse todas las analogias entre el flujo de fluidos, flujo de ca- 
lor y electrostatica, y presentarlas en forma tabular, como se hace en la Tabla 
5.1. Pueden hacerse analogias similares con el flujo de fluidos y difusion esta- 
cionaria, magnetostatica y campos gravitacionales, e hidromecanica. 

Frecuentemente se desean encontrar las lmeas equipotenciales de un 
campo electrostatico piano, acotado por contomos sobre los cuales el potencial 
es una constante dada (cada contorno es un conductor). 


Ejemplo 3 

Un condensador consta de dos placas en forma de semipianos coplanares 
con bordes paralelos, separados una distancia 2 a y con una diferencia de 
potencial 2 u 0 . Cualquier section normal a los pianos genera un campo 
piano con dos cortes (vease Figura 5.30). Encuentrense las lmeas equipo¬ 
tenciales para este campo. 


I y 



"0 


-► X 


Figura 5.30. 


SOLUCION: La funcion 
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mapea el dominio en la franja Iwl < m 0 . Asi que las lineas equipoten- 
ciales son las hiperbolas 

x 2 _ y 2 = 1 


a 2 sen 2 


7ru 
2m o 


a cos 


ITU 

2m 0 


Ejemplo 4 

Un condensador de placas paralelas consiste en dos semipianos paralelos, 
cuyos hordes estcin separados una distancia 2tt y que mantienen una dife- 
rencia de potencial 2u 0 . Cualquier seccion normal a los pianos produce 
un campo bidimensional con dos cortes, como se muestra en la Figura 
5.31. Encuentrense las lineas equipotenciales para este campo. 

y 


— 1 + 777 



— 1—717* 


Figura 5.31. 

SOLUClON: Notese la region sombreada en la Figura 5.32. Haciendo 
que w 0 tienda a —se obtiene la region de la Figura 5.31 como caso 



piano w 


Figura 5.32. 


u 
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llmite. Por simetrfa, los puntos —1,0, 1, °° de la frontera del semipiano 
superior se mapean en los vertices de la region sombreada en la Figura 
5.32. Como los angulos exteriores en — 1 + iri, w 0 , — 1 — 7 ri, °° tienden a 
7r, —it, it, 7r cuando w 0 tiende a — °o ; la formula de Schwarz-Christoffel 
se convierte en 

w = A + B | ( Z — 1 ^ ^ ^ dz = A + B (\z 2 — log z) 

donde los valores del llmite inferior de la integracion (evaluado en algun 
punto diferente de cero) se absorben en las constantes A y B. A1 evaluar 
esta expresion en z = ±1 se llega al sistema 

A+B/2 =-1-t ri 

A + B{\ — m) = —1 + iri, 

con solucion A = —iri, B = —2, y w = 2 Log z — z 2 — iri. Ahora, obser- 
vese que el semipiano superior puede mapearse en la franja ! Im £ 1 < 717 
por medio del mapeo f = 2 Log z — iri. En los mapeos de la Figura 5.33, 
es evidente que la funcion 

w = 2 Log z — iri — z 2 - f + 

mapea, de manera conforme, la franja | Im f I < iri en la region som¬ 
breada del piano w. Como las llneas equipotenciales son paralelas al eje 
real del piano £ , pueden obtenerse en el piano w. En forma parametrica 
estan dadas por 

u = % + e* cos T) 

v = 7} + e* sen 77 , 7} constante, 

donde f = ^ + irj. 


Im £ 



f(z> 


. 

1 0 1 


piano z 


• 1 + JT/ 


w = w(z) I 

■■ 1 Y ■ 

-• 1 

. . - 1 - rrr j 

piano w 


Figura 5.33. 


Ejercicios 

1. Encuentre el potencial electrostatico en una region situada entre un cilindro soli- 
do y una placa plana paralela, donde el potencial en el cilindro es 1 y en la placa 
es 0. Suponga una seccion que coloca la placa en el eje imaginario, tal que el ci¬ 
lindro este dado por \z - 2 l< 1. 
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2. Encuentre las lmeas de corriente para una pared de altura a si el flujo es infinita- 
mente profundo y dene velocidad A > 0 cuando z -*■ (iCual es la velocidad 
en 0 y en ia (vease Figura 5.34)? 



3. Encuentre las isotermas en la franja infinitaO < y < ir si los hordes estan aislados 
en x < 0 y la temperatura sadsface u(x) = 0° y u(x + in) = 1° para x ^ 0. 

4. Encuentre el potencial complejo y los puntos de estancamiento para el flujo de 
un fluido incompresible a traves de la region de la Figura 5.35, si se supone que 
la velocidad original del flujo es A . 



Figura 5.35. 

5. Encuentre las isotermas de la placa indicada en la Figura 5.36, con temperatura 
0 ° en el lado horizontal y 1° en los lados verticales. 


I 

I 



I 


Figura 5.36. 
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6 . Un condensador consiste en tres placas paralelas: la central es un semipiano y las 
otras son pianos con section y potencial indicados en la Figura 5.37. Encuentre 
una expresion para las lmeas equipotenciales. ( Sugerencia: Use el mapeo de 
Schwarz-Christoffel.) 


1 

/1 

c 

li 

o 

'* . 1 

1 

1 

1 

1 

u= 1 

0!— 


—i i 

c 

II 

o 

* i 

i 



Figura 5.37. 

7. Muestre que la funcion 

v = Im [ e~ iot z(cos a + i sen a.^/1 — (e ia /z ) 2 )] 

es la funcion corriente para un flujo alrededor de una placa de longitud 2, incli- 
nada un angulo a con respecto a la horizontal, cuando F(°°) = AQ> 0). 


5.8 ESTELAS EN UN FLUJO DE FLUIDO (opcional) 


Considerese el impacto directo de una corriente de anchura infmita y veloci- 
dad A (> 0) sobre una placa fija de anchura 4 a colocada perpendicularmente 
al flujo (vease Figura 5.38c). La funcion 

f = 2 - a 2 /z 

mapea, de manera conforme, el exterior del drculo \z I = a en esta region. Uti- 
lizando los tres mapeos mostrados en la Figura 5.38 se obtiene el potencial 
complejo del flujo alrededor de la placa fija: 

u;(f) = Aoj = A(z + a 2 /z) = A{2z — f) = ±A i/f 2 + 4 a 2 , 


puesto que 

0 = 4(z 2 — f z — a 2 ) = (2z — f) 2 — (? 2 + 4a 2 ). 







Figura 5.38. 
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El potencial complejo puede usarse para determinar las lineas de corriente y la 
velocidad del flujo en cualquier punto f: 

f=z7 = ± —~- 

y? 2 + 4a 2 

En este punto surge un problema desconcertante: la velocidad en J = ±2ai es 
infinita. Como las velocidades infinitas no son fisicamente posibles, se busca 
una solucion realista. Una hipotesis es la existencia de una region infinita de 
agua en reposo, llamada estela, detras de la placa. La estela estara acotada por 
lineas de corriente libres a lo largo de las cuales la rapidez es constante finita 
(vease Figura 5.39). 

La existencia de una estela requiere un cambio en el analisis del proble¬ 
ma, ya que el flujo tiene lugar en un poligono acotado por la placa y las lineas 
de corriente libres. El teorema de Riemann del mapeo establece que el poligo¬ 
no puede mapearse, de manera conforme, en el semipiano superior con los 
puntos ±2 ai yendo a ±1. Las lineas de corriente en el semipiano superior 
pueden determinarse al considerar las lineas de corriente en el piano W de la 
Figura 5.40c. 

Para determinar el potencial complejo w(z), recuerdese que V(z) = dw/dz, 
y considerese el mapeo 

W{z) = - = _. 

V{z) zv'(z) 

A lo largo de la placa, la velocidad es paralela al eje y; por ende, V es imagina- 
rio puro. Por simetria, la rapidez sera la misma en ±2 at, aunque la direccion 
sera la opuesta. Finalmente, la rapidez ser& constante en cada linea de corrien- 



FlGURA 5.39. Estela detras de una placa 





5.8 • ESTELAS EN UN FLUJO DE FLUIDO (OPCIONAL) 


203 




■(b) piano C 


= (■ 2 


Figura'5.40. 


o 


(c) piano u> 
Woo) = A >0 



FlGURA 5.41. La hodografa 


te libre. Asi como V(+ °°) = A y las lineas de corriente libres tienden a 00 , 
todo punto sobre las dos lmeas de corriente libres se mapeara en un punto de la 
mitad derecha del circulo unitario. Como V(0) = 0, el origen se mapea en 
Ademas, V( -1) es positivo y menor que A, ya que el flujo se detiene al acercar- 
se a la placa. Asi, el flujo se mapea en la region sombreada en el piano W de la 
Figura 5.41. 

Esta region se llama hodografa. Notese que se mapea en la mitad superior del 
piano f por medio de la transformacion 


f = -[sen (i log If)] 1 = i [senh (log W)]" 1 , 


y los puntos i, —i, 1 se mandan a 1, — 1, 0, Asi, 


senh(log W ) = — : 

o, por el Ejercicio 24 de la Seccion 1.9, 


log W = senh 1 (—) = log 




ru 
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Como W = A/w'(z), la ecuacion anterior implica que 


1 . dw _ £ 

A dz i+ ^2 — 

Sin embargo, 

dw _ dw d£ 




asi que 


dw dw dec „ . 

y —- = — •-= 2 A$, 

dz d% dz d$ dco d£ 


dz £ 


Entonces, 


z = 2 


\s/F~=i + *'] d$ = £s/f 2 — 1 — cosh 1 f + 2i £ + c 


= -v/cj(oj — 1 ) — cosh 1 y/(jj +2'i y/c-J + c. 

Puesto que oj = 0 corresponde a z = 0, c = cosh -1 0 = —i cos -1 0 = —iit/2. El 
problema esta resuelto ahora, al menos en forma implicita, ya que las lineas de 
corriente estan dadas por las curvas Imw = constante. 


EJERCICIOS 

1. Considere un fluido que sale por una rendija en el fondo de un recipiente grande 
(vease Figura 5.42). Suponga que el fluido sale como un chorro acotado por 
lineas de corriente libres, a lo largo de las cuales la rapidez es constante, y que el 
flujo en el chorro es uniforme y paralelo al eje imaginario en Encuentre las li¬ 
neas de corriente libres. ( Sugerencia: Use una hodografa.) 



FlGURA 5.42. Flujo de chorro 


2. Suponga que se forma una estela detras de la pared del Ejercicio 2 de la Seccion 
5.7. Encuentre las lineas de corriente libres. 
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NOTAS 

SECCION 5.1 

Se da una tabla de mapeos conformes elementales en el Apendice. Se pueden 
encontrar mapeos adicionales en [Ko]. Se pueden encontrar dos pruebas dife- 
rentes del teorema de Riemann del mapeo en [V]. 

SECCION 5.2 

Las transformaciones fraccionales lineales se conocen tambien como transfer - 
maciones lineales, transformaciones bilineales, sustituciones lineales y trans¬ 
formaciones de Mobius. 

SECCION 5.5 

En el Capitulo 6 se analizaran problemas que incluyen fuentes. Pueden en- 
contrarse algunas aplicaciones detalladas en [R], Para un texto excelente, en 
que se detalla el uso del analisis complejo en la hidrodinamica, vease [MT], 

SECCION 5.6 

Vease [A, pags. 227-232] para una prueba de la formula de Schwarz- 
Christoffel. Una formula para mapear el disco unitario en el exterior de un po- 
llgono se obtiene facilmente. 


SECCION 5.8 

Se puede encontrar una argumentacion cuidadosa de estelas y chorros en 
[MT]. 






A Problemas con 

U VALORES EN LA 
FRONTERA Y 
VALORES INICIALES 


6 A FUNCIONES ARMONICAS 


La ecuacion de Laplace u xx u yy = 0 es de fundamental importancia en 
Fisica y surge en conexion con el flujo de calor y de fluidos, asi como con los 
campos gravitacionales y electrostaticos. Por ejemplo, la temperatura u en un 
flujo de calor es la parte real de una funcion analitica w = u +' iv. Por las ecua- 
ciones de Cauchy-Riemann, se tiene formalmente que 

Uxx ~ {u x )x ~ (v y )x _ — ( Uy} y — Uyy 

donde la ecuacion de Laplace se cumple para u. De la misma forma, se cumple 
para v. 

Cualquier funcion real u(x, y ) con segundas derivadas parciales conti- 
nuas, que satisface la ecuacion de Laplace en una region G, se denomina ar- 
monica en G. 


Ejemplo 1 

Muestrese que la funcion u{x, y) = x 2 — y 2 es armonica en G . 

SOLUCION: La funcion u tiene primera y segunda parciales continuas: 

u x = 2x, u y = —2y 
Uxx ~ 2, ll xy — U yx — 0, Uyy 2, 
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PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA Y VALORES INICIALES 


Ademas, u satisface la ecuacion de Laplace, puesto que 

U XX + Uyy =2 — 2=0. 

Asi que u es armonica en C . Observese que u = Re (z 2 ). 


Las funciones armonicas estan indmamente ligadas a las funciones analidcas. 


teorema 

(i) Sea f(z ) = u(z) + iv(z) analitica en la region G. Entonces las dos 
funciones reales u(z) y v(z) son armonicas en G. 

(ii) Sea u(z) una funcion real armonica en una region G simplemen- 
te conexa. Entonces la integral de linea 


' • 

v(z) = u x dy 

. -v 


Uy dx, 


es armonica en G, y la funcion f(z) = u(z) + iv(z) es analitica en G; 7 
representa cualquier arco spp en G que une z 0 a z. A v(z) se le llama ar- 
, monica conjugada de u(z). .. . ; .■■ 


PRUEBA: (i) Si / = u + iv es analitica en G, tambien lo es 

f'(z) = u x + iv x = v y - iu y . 

Asi, las segundas parciales de u y v son continuas y, del calculo, u xy = u yx y 
v xy = v yx . Si se aplican las ecuaciones de Cauchy-Riemann, se dene 

u xx — {Vy)x ~ (Vx)y ~ u yy y Vxx ~ ( u y)x ~(^x)y Vyyi 

lo cual implica que u y v satisfacen, ambas, las ecuacion de Laplace. 

(ii) La funcion F(z) = u x — iu y tiene primeras parciales continuas que satisfa¬ 
cen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en G, 

(' u x)x ~ ( Uy) y y ( u x)y ( u y )x > 

ya que u es armonica. Estas son condiciones suficientes para la analidcidad de 
F(z) en G. Como G es simplemente conexa, se puede utilizar el teorema funda¬ 
mental para definir una antiderivada analitica de F(z): 

u x — iu y ) (dx + idy) 


m= j f(z) dz = j( 


(u x dx + u y dy) + i (u x dy — u y dx). 

J J 


El primer integrando es la diferencial exacta de la funcion u = u(x, y), por lo 
tanto 

u x dy — u y dx 


f(z) = du + i 

J »/ 
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= u(z) + i I u x dy — u y dx. 

Entonces, se ha construido una funcion analitica f{z) que tiene a u(z) como su 
parte real. Esto significa que la integral 

v{z) = I u x dy — u y dx. 


definida hasta una constante arbitraria, es armonica en G. ■ 

En los ejemplos siguientes se mostrara el uso de la integral anterior para 
determinar armonicas conjugadas. 


Ejemplo 2 

Encuentrese la armonica conjugada en G de la funcion 

2 2 
u-x — y . 

SOLUCION: En el Ejemplo 1 se probo que la funcion u es armonica en 
6 • Como u x = 2x y u y = —2y, se tiene 


v(z) = j u x dy — u y dx = j 2x dy + 2y dx 
= 2 d(xy) = 2 xy + c. 

Notese que v es armonica en C, puesto que v xx = v yy = 0, y que 
f(z) = u + iv = (x 7 — y 2 ) + 2 ixy + c = z 2 + c 

es entera. 


Ejemplo 3 

(jHay alguna funcion analitica f=u + iv para la cual 


x 2 +y 7 


SOLUCION: u no esta definida en el origen; as! que se buscara una ar¬ 
monica conjugada de u en algun subconjunto simplemente conexo de 
C — {o}. Primero se prueba que u es armonica: 


y 2 — x 2 
(x 2 +y 2 ) 2 


—2xy 
(x 2 + y 2 ) 2 


2x 3 — 6xy 2 

u xx =- - - —u vv . 

(x 2 + y 2 ) 3 yy 
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De ahi que una armonica conjugada este dada por 

f [ (y 2 - x 2 ) dy + 2xy dx 

v(z) = \u x dy — u y dx - 1 


2 \2 


(x 2 + y 2 ) 


=' u 


-y 


x 2 + y 2 ) x 2 + y 2 


Notese que la funcion 

m 

es analitica para z ¥= 0. 


, . x-iy z 1 

f(z) = u+iv= —-- = 7—jj “ - 

x 2 + y 2 \zr z 


La correspondencia entre funciones analiticas y armonicas proporciona 
muchas propiedades importantes de estas ultimas. 


PRINCIPIO DEL MAXIMO 

Si u(z) es armonica y no es constants en una region G simplemente cone- 
xa, entonces u(z) no tiene maximo o minimo en G. 

> ■■■ ‘ - 1 ~ ;Av -iS 1 j -a Or :M ■ r . r i~-0■ . . • ' - 


PRUEBA: A1 construir una funcion armonica conjugada v(z), se tiene que 
f=u + iv es analitica en G. En forma semejante, 

F(z) = eW = e u+iv 

es analitica en G, y I F(z) I = e u ^ z K Como F(z) no se anula en G, al aplicar los 
principios del maximo y del minimo para funciones analiticas a F, se sigue que 
e u no tiene maximo o minimo en G. Como la funcion real e u es una funcion 
creciente de u, la prueba es completa. I 


TEOREMA DEL VALOR MEDIO 

Si u(z) es armonica en \z — f I <f?, entonces 

m(£) = -~- m(? + re 19 ) dd, 0 <r<R. 

|p.-r: Y'- .'.O r.O r,r:rr; :; ,Q rr. ;;C',;vQ;,r . 


PRUEBA: Construyase una armonica conjugada v(z) tal que / = u + iv sea 
analitica en Iz — f I < R. El teorema de Gauss del valor medio (vease Seccion 
2.4) establece que 

f 2 ”f($ + re ie )dd, 0 <r <R. 

2n Jo 

Tomando la parte real de ambos lados se obtiene la ecuacion deseada. I 
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EJERCICIOS 

Pruebe que las funciones de los Ejercicios 1-4 son armonicas en C. 

1 . <p(x, y) = e x cos y 

3. Q(x, y) = x 3 — 2>xy 2 

2 . <j)(x, y) = senxsenh y 

4. 4>(x, y) = e xl ~ yl sen (2 xy) 

Determine si existen funciones analiticas f{z) = u + iv que satisfagan las condiciones 
dadas en los Ejercicios 5-7. En caso afirmativo, indique el dominio de definition. 

5. u = senx cosh y 

6 . u = log(x 2 + y 2 ) 

7. u = e y ! x 


Encuentre las conjugadas de las funciones arm 6 nicas dadas en los Ejercicios 8-11. 


8 . 

10 . 


u-x 2 


u — tan 


-(y-1) 2 
_i 2 xy 


9 .u = \ log(x 2 + y 2 ) 


ii _ *(* 

11 . u = 


i ) + y 7 


{x - l ) 2 +y 2 


12. Si u y v son funciones armonicas, muestre que au + bv es tambien armonica, 
donde ay b son constantes reales. Muestre que uv es armonica si u y v son fun¬ 
ciones armonicas conjugadas. 

13. Pruebe que log I f(z) I es armonica siempre y cuando/(z) sea analitica y diferente 
de cero. 

14. Muestre que el principio del maximo se cumple para regiones multiplemente co- 
nexas. 

15. Pruebe que log sen 6 dd = —7tlog 2. ( Sugerencia : Aplique el teorema del 
valor medio a log ll +zlenlzl^?' < Cl,y haga r l - .) 


6.2 El PROBLEMA DE DlRICHLET 


Las aplicaciones al flujo de fluidos, flujo de calor y electrostatica que se anali- 
zaron en el Capltulo 5, muestran que la solucion en cada una esta dada por la 
funcion analitica llamada potencial complejo. Las partes real e imaginaria del 
potencial complejo tienen significado fisico como lineas de corriente, lineas de 
fuerza, temperaturas iguales, etcetera. De acuerdo con la Seccion 6.1, las par¬ 
tes real e imaginaria de una funcion analitica son funciones armonicas que sa- 
tisfacen la ecuacion de Laplace 

AU = U XX + Uyy ^ 0. 

Por ende, estas aplicaciones se reducen a encontrar una funcion armonica en 
una region G dada y que tome ciertos valores predeterminados en la frontera 
de la region G. A una situacion tal se le llama problema con valores en la fron¬ 
tera. Mas especificamente, tenemos lo siguiente. 
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El problema de dirichlet 

Dada una region G arbitraria, <ihay: una funcion a 



ionica en G que tenga 


LA yd.../- 


A 


Ejemplo 1 

Encuentrese una funcion que sea armonica en el primer cuadrante y que 
tenga valores frontera 0 en el eje real y 100 en el eje imaginario. 


SOLUCION: La funcion 


200 

w = - 


IT 


Log 2 


mapea, de manera conforme, el primer cuadrante en la franja 0 < v < 
100, donde w = u + iv (vease Figura 6.1). El eje x positivo se transforma 
en la recta v — 0, mientras que el eje y positivo se convierte en la recta 
v — 100. Puesto que 

u + iv - —^ (log I z 1+ i Argz), 
n 


la funcion 


v = 

es armonica en el primer cuadrante 
requeridas. 


200 

- Argz 

IT 

y satisface las condiciones de frontera 



o 


FlGURA 6.1. Solucion grafica de un problema de Dirichlet 


No todos los problemas de Dirichlet tienen solucion. La existencia de una 
solucion depende de la geometria de la region: siempre que alguna componen¬ 
ts del complemento de la region pueda reducirse, de manera continua, a un 
punto, existira una solucion. La prueba de esta afirmacion esta fuera del obje- 
tivo de este libro. El Ejercicio 9 proporciona un ejemplo de una region para la 
cual el problema de Dirichlet no necesariamente tiene solucion. 
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Figura 6.2. 


El problema de Dirichlet siempre tiene solution para una regi6n G (¥=Q) 
simplemente conexa. Para obtener una expresion explicita de la solution u en 
cualquier punto z 0 de G, sea g la funcion que mapea, de manera conforme, a 
G en el disco unitario I ? I< 1 con g(z 0 ) = 0. (La existencia de tal funcion esta 
asegurada por el teorema de Riemann del mapeo.) Por simplicidad, supongase 
que g es analitica en un conjunto abierto que contiene a G y su frontera. La 
funcion compuesta uog -1 (vease Figura 6.2) es armonica en If I < 1, asi que 
— por el teorema del valor medio para funciones armonicas (vease Section 
6 .1)— se puede representar a uog~ 1 (0) como el promedio integral de los valo- 
res de u og 1 en I f I = 1 si se escribe 


uog~~ 1 (0) = — \ 2n uog~ x (e ie ) d6. 


2-n Jo 

1 


Con f = e‘ e se obtiene 

uog-'fO) = 
y como f = g(z), la integral se convierte en 

u(z 0 ) = 


d! 


, Uo g 1 (?) 

2 iri Jifi-i 5 v ; f 


u(z) iJf) dz. 


2iri Jsg 


g(z) 


(1) 


Esta ecuacion indica que el valor de una funcion armonica u, en puntos inte- 
riores de la region G, puede determinarse como una integral de los valores 
frontera de u. Notese la similitud de esta situation con la formula integral de 
Cauchy. 

Los ejemplos siguientes ilustran el uso de esta integral. 


Ejemplo 2 


Para resolver el problema de Dirichlet en G = {z: \z\ < lt\, adviertase 
que 


g(z) = 


R(z -Z o) 
R 2 — z Q z 
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mapea, de manera conforme, a G en el disco unitario abierto con g(z rj ) = 
0. Para \z\ = R, 

g'(z) _ R 2 — I z o I 2 _ \z\ 2 — I z 0 I 2 

g(z) {z-z 0 )(R 2 -z 0 z) zlz-z 0 i 2 
asi que la ecuacion (1) se convierte en 


u(z 0 ) = — f 

2m Jui=x 


u(z) 


I z — z 0 I 2 


dz 

z 


Si se hace z = Re i(t> y z 0 = re ,e se obtiene la formula integral de 
Poisson para el disco \z l< R: 


u(re ,e ) = 


2?r J 


2tt 


R 2 


ulRe 1 *) -— 

0 R 2 + r 2 — 2Rr cos(0 — B) 


d<t>, (2) 


porque 

Iz — z 0 I 2 = Iz I 2 + Iz 0 i 2 — (z 0 z + z 0 z) 

= R 2 +r 2 - Rr + e~ i ^~ e) ). 

Como z 0 = re' 6 es arbitrario, la ecuacion (2) es valida en todos los pun- 
tos lz 0 I < i?. 


Ejemplo 3 

Sea G el semipiano derecho, y sea z 0 cualquier punto interior de G. En- 
tonces, la funcion 

g(z) = (z-z 0 )/(z+z 0 ) 

mapea, de manera conforme, a G en el circulo unitario con g(z 0 ) = 0. 
Como = 2x 0 > 

g(z) z 2 - 2iy 0 z -i|z 0 I 2 

la forfnula integral de Poisson para el semipiano derecho es 

m(z) dz 

---- j 

9 G z 2 — 2 iy 0 z — I z 0 I 2 

y con z = it , se tiene 

“*0 [“ «(* 0 * 

7r J—~ — yo ) + Xq 



En el analisis que condujo a la formula integral de Poisson en el disco 
Iz I < R, los valores frontera se supusieron continuos. En muchas aplicaciones 
(tales como el Ejemplo 1), los datos frontera son discontinues. Es interesante 
notar que la formula integral de Poisson proporciona una funcion armonica a 
pesar de las discontinuidades. 
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TEOREMA DE POISSON 

Sea U((j)) continua para 0 < <p < 2tc excepto por un numero finito de sal- 
tos. Por ende, la funcion 


u{z) = 


1 

2n 


0 K ’ I Re® — z I 2 


es armonica en I z I < R y 


lim u(z) = U(<j>), 
z^Re® 

en todos los puntos de continuidad de U(4>). 


PRUEBA: 


Observese que 
Re 


/ Re i(t> + z\ 
{Re 1 * -z) 


R 2 - Izl 2 
I Re* -z I 2 ' 



Si se sustituye el lado izquierdo de la ecuacion (3) en la integral, podemos efec- 
tuar derivaciones parciales repetidamente con respecto axyy bajo el signo de la 
integral, ya que el integrando resultante es continuo en I z I < r < R. Entonces 

A “ w ■ ST r m ARe = °' 121 '<■«• 

puesto que la parte real de la funcion analitica [Re l<p + z)/(Re Kl> — z) es armo¬ 
nica. De ahi que u(z) es armonica en Iz \<.R. 

Si Re notese que 


1 

27T 



/ Re^ + zX 
W 0 - z) 


d(j> = Re 



111 

•IM-* S-z f / 


Re 


27 n J i f i = 


2 1 \ 


= i. 


Cuando U((j>) es continua en <f) = a. dado e > 0, hay un § > 0 tal que 
I U(<fr) — U(a) I < e siempre que \<j) — a I < 5 (en el supuesto de que U tiene 
periodo 27r). Asi, 


I «(z) — U(a ) 1 = 

< 2 . 


i 

27r J 

2rr 


2n 


( U{<t >) - U(a)) Re 


27r Jo 

27T 


U{4>) - U(a) 


R 2 


I Re* -z I 2 
R 2 - Izl 2 


(RS*+z\ ^ 
~ 12 

d(j> 


5 < 10 — al<7r I Re* 


-,z l 


1/(0) - U{a) I d<t>. 
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Figura 6. 3 


Ahora, si I argz — al< 5/2 y \<j> — a\^ 5, entonces (vease Figura 6.3) 

5 


por lo tanto 


I Re** -z\>R sen-, 
2 


I w(z) — f/(a) l< e + 


R 2 


2irR 2 ~~- 2 


5 

sen" 

2 


\U{<j>) - U(a) \d<f>-+ e, 


cuando z -* Re'°. Como e es arbitrario, la prueba esta completa. ■ 

El ejemplo siguiente contrasta el uso de mapeos conformes con la formula 
integral de Poisson para encontrar soluciones al problema de Dirichlet. 


Ejemplo 4 

Encuentrese una funcion u, armonica en el disco unitario, que tenga el 
valor en la frontera 1 en el semipiano derecho y 0 en el semipiano izquierdo. 


SOLUCION: La transformacion fraccional lineal 



transforma los puntos 0, i, —i, 1 en i, 0, —1, asi que mapea de manera 

conforme el disco unitario en el semipiano superior. Al continuarse este 
mapeo con w - (l/7rz) Log f se transforma al semipiano superior en la 
franja 0 < u < 1, donde w = u + iv (vease Figura 6.4). Por tanto, 
la funcion armonica requerida es 


u(z) = Re w = — Arg f = — Arg 

7r 7T 


— z 


i. + z 
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-'(&0 


* 1 

w= T-i l °^ 

-•—-*- t 

0 „ 1 


piano z 

Figura 6.4 


piano f 


piano w 


Para resolver el problema de Dirichlet, por la formula integral de 
Poisson, notese que 

»(*)=- f "' 2 1 r up a, 

2* J -,/2 \e'*-z\ 2 

ya que U(<p) = 0 en el semipiano izquierdo. Si z = re 16 , 


1 — r 2 ftr/ 2 


7 T/Z 

. -*/2 I 


d{4>-e) 


2n J-*/2 1 + r 2 — 2r cos (0 — 0) 


1 

— tan 
IT 


-■( ^ ' ,2 

V 1 - f 2 / -tt/2 


Por tanto 


tan 7rw(z:) 


1 + r f fir 
- tan — 

1 — r L \4 


i + i j 

,4 2/J 


/1 + r \ 2 fir / 7t 0 

1 _ - tan --tan - + - 

\1 — r / \4 27 \4 2 


, tan 2 - + 1 

1 _r 2 

2r 2^1 

tan 2 -1 


—2r cos 0 


Para comprobar que estas respuestas son equivalentes, adviertase que 


KS)] 


i + z I 2 


y, con la identidad Arg(x + iy) = tan 1 (y/x). en el semipiano de- 
recho, 


r./* —*Y1 _i rl — lzl 2 l if i 
L \i + zjj L -(z + z) J \ -2 


2r cos 0 
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ejercicios 

1. Sea u(z) armonica en \z — f I < R. Pruebe el teorema del valor medio del area 

m(?) = —ff. u(z)rdrdd. 

7 tR 2 J J lz-fl<« 

(Sugerencia: Use el teorema del valor medio para funciones armonicas.) 

2. Use el teorema del valor medio del area para probar el principio del maximo 
para funciones armonicas. 

3. Si u es armonica en una region G simplemente conexa, muestre que grad u es 
analitica. Entonces, utilizando el desarrollo de la Seccion 5.5, pruebe que 


u n ds = 0, 


donde 7 es cualquier curva cerrada spp en G, y u n es la derivada direccional de 
u en la direction de la normal exterior. 

4. Muestre que la formula integral de Poisson para el semipiano superior y > 0 es 


«(*) = - 
7r 


u(t) dt 


(t — xy 


z = x + iy. 


5. Pruebe que la formula integral de Poisson para el primer cuadrante es 


_ 4xy 
u{z) = 


tu(t) dt 


77 Uo f 4 -2t 2 {x 2 -y 2 ) + (x 2 +y 2 ) 2 
tu(it) dt 


lo t 4 + 2 1 2 (x 2 —y 2 ) + (x 2 + y 2 ) 2 J 

6. Encuentre la temperatura en cualquier punto z del semipiano superior, si la tem- 
peratura (en grados) en el eje real esta dada por 


u{t) = 


1 


0 , 


lfl< 1 , 


7. Pruebe que cualquier solucion del problema de Dirichlet, continua en la cerra- 
dura de una region G simplemente conexa, debe ser unica. ( Sugerencia: Use el 
principio del maximo.) 

8. Suponga que u(z) y viz) son armonicas en una region G, continuas en su cerradu- 
ra, y que satisfacen u(z ) ^ v(z)e n la frontera de G. Muestre que u(z) ^ v(z) 
para todo z en G. 

9. Sea G la region 0 < I z I < 1. Muestre que no hay una funcion u(z), armonica en 
G, con valores en la frontera u(e ,e ) = 0, m(0) = a > 0.(Swgerencz<z: Aplique el 
Ejercicio 8 a las funciones 

log Izl 

u r (z) = a 


. i . . logr 

armonicas en r <. Izl<.l.) 

10. Pruebe la desigualdad de Harnack: Si u(z) es armonica y no negativa en 1 z I <C R 
entonces 

R 


“(0) 


lz 1 <r / \ R + 

R+\z\ W { ’ R- Izl 
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11. Si f(z ) = u (z ) + iv (z) es analitica en una region que contiene a I z I ^ R pruebe 
la formula de Schwarz 


m = t 

2tt 


1 f2n Re'* + z 


u(Re'*) d(j) + iv( 0). 


io Re'* — z 

12. Muestre que la formula de Schwarz puede reescribirse en la forma 


M = — 

m 


fi =R ?-z 


W(f) df-/(0). 


( Sugerencia: Aplique el teorema del valor medio a w(0) = 2t>(0) + /(0).) 

13. Sea U((j)) continua para 0 < 0 < 2 tt excepto por un numero finito de saltos. 
Pruebe que 


g( z ) = - , 

It Jo 


m 


Re 


d<t> 


es analitica en Iz I < R. ( Sugerencia: Reescriba la formula de Schwarz.) 
14. Muestre, por el metodo del teorema de Poisson, que 

u(t) 


u(z) 


y_ 

7r 


(t — x) 2 + y t 


dt. 


z = x + ly, 


es una funcion armonica en el semipiano superior, aun si u(t) es discontinua en 
un numero finito de valores de t. 

15. Use el Ejercicio 14 para encontrar una funcion u(z ) que sea armonica en el se¬ 
mipiano superior y que satisfaga los valores en la frontera 

1 1 si 1 1 1 < 1, 

10 si \t\>1. 


u(t) = 
ira 

“(0 = 


16. Repita el Ejercicio 15 para los valores en la frontera 

1 si 


1 - t si 

0 en los otros puntos. 


6.3 Aplicaciones 


En las Secciones 5.5 y 5.7 se analizaron tres ejemplos analogos de campos vec- 
toriales en estado estacionario que se presentan en la naturaleza: flujo de 
fluidos, flujo de calor y campo electrostadco. Los campos vectoriales, que se 
supusieron bidimensionales e irrotacionales, se examinaron dentro de una re¬ 
gion G que no contiene fuentes ni sumideros. En esta seccion, se ampliaran 
esos problemas para incluir fuentes y vortices en la region G. La teoria se de- 
sarrollara para el flujo de fluidos, y las analogias con los otros dos campos se 
presentaran en la Tabla 6.1 al final de la seccion. 

Recuerdese que el vector velocidad V(z) del campo es igual a tc'(z), don- 
de la funcion analitica zu(z) es el potencial complejo del flujo. Asi, la funcion 
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potencial u y la funcion corriente v son armonicas conjugadas, y el problema 
de encontrar la linea de corriente se reduce al problema de Dirichlet. Observe- 
se, por el principio del maximo, que si una linea equipotencialforma una curva 
cerrada y, entonces y encierra una singularidad de u(z), o bien u(z) es cons- 
tante en G. Por supuesto, no hay lineas de corriente cerradas, ya que el flujo es 
irrotacional. Ademas, ni las lineas de corriente ni las equipotenciales empiezan 
o termman en un punto interior z 0 de G, porque de otra manera un disco sufi- 
cientemente pequeno, centrado en z 0 estara contenido en G y su frontera cor- 
ta la linea de corriente v(z) = k en un solo punto. Por continuidad, los puntos 
restantes de la frontera satisfarian que v(z) > k o v(z) < k, lo que violaria el 
teorema del valor medio. Lineas de corrientes diferentes pueden cortarse solo 
en los puntos de la frontera de G (por ejemplo, en las fuentes) o en el infmito. 
Esto se muestra con un problema de flujo de calor. 


Ejemplo 1 

Sea la placa G un disco de radio R con temperatura 1 0 en la frontera que 
se encuentra en el semipiano superior y 0° en la del semipiano inferior. 
Encuentrese la temperatura en todos los puntos de G y describanse las iso- 
termas. 


SOLUCION: Con la formula integral de Poisson, se tiene para z = re ie , 
r <R, 


Asi, 


u(z) = 


1 

2tt J 0 
1 


Re ( St- + 2 
' Re" - z 


d(j> 


R 2 -r 2 


27t jo R 2 + r 2 — 2Rr cos(0 — 6) 
1 


d(<p - 6) 


tan 


7T 


R + r 0 — 0 
tan - 


tan 7 tu{z) 


R-r 

R+r 
R-r \ 


o 


( 7T - 0 0 

tan —— + tan — 

2 2 


R+r\ 2 7t — 0 0 

tan - tan — 

2 2 


R-r 


R 2 -r 2 
—2Rr sen0 


Pero, como tan 1 y/x = Arg (x + iy), 

ttu(z) = Arg | i [R 2 — \z\ 2 + R{z — 2 )]} 
R + z 


= Arg 


R-r 
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lo cual implica que la temperatura esta dada por 

u{z) 


1 A .R+z 

— Arg i - 

t r K R -z 


Las isotermas satisfacen 

.R+z 

Arg z - = constante, 

R-z 

e i(R + z)/(R — z) mapea a \z I <R en el semipiano superior, asi que las 
isotermas corresponden a los arcos de la familia de circulos que pasan a 
traves de los puntos ±R que pertenecen a \z !< R (vease Figura 6.5). 



FlGURA 6.5. Familia de circulos a traves de ±R 


Supongase que una fuente (o sumidero) puntual se localiza en el origen. En- 
tonces, el flujo Q, a traves de cualquier curva de Jordan alrededor del origen es 
una constante diferente de cero, y si 7 es el rirculo I z I = r, la componente nor¬ 
mal V n de la velocidad es constante en cada direccion, ya que las lineas de 
corriente son radiales en el origen. Asi, 

Q - I \V n ds= V n ( 2n r d6 = 2nr V n 

J Jo 


V(z) = V n 


z _ Q z 

ITT _ 2^ iTp 


ya que z/\z I es el vector unitario normal. Como V(z) = w'(z), 

c complejo, 


w ( z ) = “ !og(z) + c, 
27T 


por tanto, la funcion potencial y la funcion corriente estan dadas por 


u(z) = — log \z\, 
2n 


Q 

y (^) - — ar s 

2n 


respectivamente, hasta una constante real arbitraria. Notese que v(z) es multi- 
valuada, y que ambas funciones son armonicas en cualquier region simple- 
mente conexa que no contenga al origen. Si Q > 0, se tiene una fuente de 
potencia Q en z = 0, y si Q < 0, se tendra un sumidero. 
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Cuando la fuente no esta en el origen, sino en el punto z 0 , el potencial 
complejo es 


»(*) = it - lo §( z ~^o) + c. 
2 tt 


( 1 ) 


Por otra parte, el campo vectorial puede no ser irrotacional. Esto puede 
ocurrir, por ejemplo, debido a la accion de un rotor cilindrico, de tal forma 
que en cualquier piano perpendicular a su eje, las lineas de corriente sean 
circulos concentricos centrados en el rotor. Tal campo se denomina campo 
piano de vortices. 

Si un vortice puntual se localiza en el origen, la circulation T a lo largo 
de cualquier curva 7 de Jordan es una constante no nula (T > 0 cuando el 
flujo esta en contra de las manecillas del reloj). A lo largo de un tirculo Iz I = r, 
la componente tangencial de la velocidad V s es constante, asi que 

r = f V s ds = 2nrV s 

*' 7 


y 


V(z) = v s • 



ir z 
27r |z| 2 


ya que iz/ Iz I es el vector tangencial unitario. Entonces, excepto por una cons¬ 
tante arbitraria, 


w{z) 


-ir 

2?r 


log z = 


r 

— arg z + i 

2it 




( 2 ) 


es el potencial complejo de este campo. Como tambien una fuente puntual 
puede ser vortice, se combinan las ecuaciones (1) y (2) (en z 0 ), para obtener 


w{z) 


F + iQ , . . 

- log(z -z 0 ) + C 

2m 


( 3 ) 


como el potencial complejo de una fuente vortice localizada en z 0 con inten- 
sidad r y potencia Q_. Para obtener el potencial complejo de un sistema de 
fuentes vortice F j + zQj, . . ., T* + iQ^ localizadas en Zj, . . z^ se suman 
los potenciales complejos individuales 

w{z) = -L 2 (F y + iQj) log(z - Zj), (4) 

2m j= i 

ya que el campo vectorial se obtiene por superposicion. Ademas, pueden utili- 
zarse este resultado y el procedimiento usual de limite para obtener el poten¬ 
cial complejo de una linea L de fuentes, si la funcion flujo Q(f) es integrable: 

w ( z ) = -g- ( Q(?) !og(z - f) ds, ? en L. 

2tt Jl 


( 5 ) 
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EJEMPLO 2 

Si el sistema consiste en dos fuentes, cada una de pocencia £)> localizadas 
en z x y z 2 , el potencial complejo esta dado por 

w (z)= JL log {z-z l )(z-z 2 ). 

271 - 

Las lineas equipotenciales, que satisfacen 

I z — z x I I z — z 2 \ = constante, 

se conocen como lemniscatas, y se muestran en la Figura 6.6. La lemnis- 
cata, con la forma de un esta dada por la ecuacion 

I II I- I 2 

\z — z x I Iz — z 2 I = -- 


Notese que +z 2 )j 2 es un punto de estancamiento. 



Ejemplo 3 

El sistema que consiste en una fuente y un sumidero de potencias Q y -(? 
situados en z x y z 2 , respectivamente, tiene un potencial complejo dado 
por la ecuacion 

U>(z) - log - • 

27 T z — z 2 

Las lmeas equipotenciales satisfacen 

z — z x 
z-z 2 


= constante 
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FlGURA 6.8. Doblete puntual (dipolo) en el origen 


El procedimiento anterior tambien se cumple para z 1 complejo, pero en- 
tonces el momento del doblete es complejo con argumento it + arg z l y 
coincide con la direccion de las lineas de corriente en el origen. 


Ejemplo 4 

Considerese el problema de conocer todas las lineas de corriente en el exte¬ 
rior del disco unitario de tal forma que el vector velocidad tienda a 1 en °°. 

Como se mostro en el Ejemplo 3, Seccion 5.5, si el flujo es simetrico 
con respecto al eje x, el potencial complejo estara dado por 

, \ 1 
(z) = Z + — ) 
z 

ya que V y (z) = 1 — (1/z 2 ). Pero al quitar la suposicion de simetria, el flu¬ 
jo podria tambien estar sujeto a un flujo de vortice, centrado en el origen, 
de intensidad F, con potencial complejo 

r 

w 2 (z) = — logz, 

2tti 


pues su vector velocidad correspondiente 


V 2 (z) 


iT 
27rz 


se anula en °°. Por superposicion, la ecuacion del potencial complejo < 

dada por 1 p 

w(z) = Z + - + - logz. 

Z 2m 
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La magnitud de la velocidad satisface 
I V(z)\= lw'(z)l = 


z 2 2 iriz 


que se anula en los ceros z s (puntos de estancamiento) de la ecuacion 


z 2 + 


z - 1 = 0. 


Esto es, 


= 


2m 

_ r*± 067r 2 -r 2 


47T 


(V) 


Si IP I < 4ff, entonces I z s I = >/P 2 + 167T 2 — r 2 /47t = 1 y 

±r 


tan Arg z s = 


y/i 6tt 2 - r 2 


y si I PI > 47T, los puntos de estancamiento estan sobre el eje imaginario y 
satisfacen 

47T 

Asi que solamente uno de los puntos de estancamiento esta fuera del 
clrculo unitario. Se muestra un bosquejo de las lineas de corriente en la 
Figura 6.9. 





(a) 

FlGURA 6.9. Lineas de corriente del exterior de un disco con un vortice puntual 
en su centra (a) 0 < r < 4*-; (b) r = 4tr; (c) r > 4ir 


Para conocer todas las lineas de corriente en una region G solo se necesita ma- 
pear de manera conforme a G en el exterior del disco unitario, f: G { I z I > 1} ; 
entonces, la funcion compuesta w of es el potencial complejo de G. Es de in- 
teres particular en aerodinamica el conocimiento de todas las lineas de co¬ 
rriente del perfil de Joukowsky, dado por el mapeo z = f + 1/f, que ma- 
pea los circulos como se muestra en la Figura 6.10. Es posible lograr que los 


i 
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perfiles se aproximen a las secciones de las alas de un avion, y evaluar la eleva- 
cion del ala. 

Se puede incorporar la information de esta section en la analogia entre 
flujo de fluidos, flujo de calor y electrostatica (vease Tabla 6.1). 


TABLA 6.1 Campos vectoriales en estado estacionario 


Flujo de fluidos 


Flujo de calor Campo electrostatico 


w{z) 


r + iQ 

2m 


log(* - *o) 


Fuente vortice de potencia Q_ 
e intensidad T en Zq 


w(z) 


Q , 1 

— 7 lo 8 - 

2rrk z - 


Fuente de potencia Q 
en z 0 


iw(z) = — t’log - 

2IT z - z 0 

Carga de magnitud Q/277 
en z 0 



27 T z — z 0 


Doblete de momenta p 
en Zq 



2TTk Z — z 0 


Doblete de momenta p 
en z 0 


iw(z) = — - 

277 Z — Zq 

Dipolo de momenta p /277 
en z 0 


EJERCICIOS 

1. Encuentre la funcion potencial para el campo electrostatico piano en Iz I <C 1 
cuyos hordes son electrodos representados por los semicirculos e ,e , I 6 I <C 7T/2, 
e ,e , I 6 — 771 < 7r/2, con potenciales u 0 y Mi, respectivamente. 

2. Encuentre la temperatura de una placa Q_ con la forma del semipiano superior, 
dadas las temperaturas en la frontera de 100° en 1 x I > 1 y 0° en I x I < 1 . 

3. Encuentre el potencial complejo y las lmeas de corriente, para el flujo piano de 
un fluido en el semipiano superior, cuando hay una fuente de potencia Q en i y un 
sumidero de igual potencia en 0. 

4. ,iCual es el potencial complejo para el flujo piano de un fluido con un sumidero 
de potencia C? en -1 y una fuente vortice de potencia Q_ e intensidad T en 0? 

En los Ejercicios 5-8, a partir del potencial complejo dado para el flujo de un fluido, 
construya las lineas equipotenciales y las lmeas de corriente, y encuentre el vector velo- 
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cidad V, los puntos de estancamiento, la potencia y la intensidad de las fuentes vorti¬ 
ces, los momentos de los dobletes y el comportamiento del flujo en 

5- Mz) - £- log (z + i) 

6. w(z) = log ^1 + 

7. w(z) = log (z 2 - 

8. w(z) = az + — log —» a, Q> 0 

27T 2 

9. Un multiplete puntual (o multipolo) es una generalizacion de un doblete (dipo¬ 
lo), que se obtiene al tomar un sumidero de potencia Qen el origen junto con n 
fuentes de potencia QJn distribuidas simetricamente en un circulo de radio r, y 
que mantiene Qr fijo cuando r tiende a 0. Muestre que su potencial complejo 
esta dado por 




-P J. 

27 rn z n 


\p\=Qr, 


y que las lineas de corriente estan dirigidas a lo largo de los argumentos de las 
raices n-esimas de p. Se dice que tal multiplete tiene orden 2 n. 

Dibuje la imagen de los circulos descritos en los Ejercicios 10 y 11, bajo el mapeo z = 
f + (1 /f). (Sugerencia: Muestre que 

z-2 = /f-1 \ 2 
z + 2 \ f + 1 / 

10. If-:l = v '2 11. If + 1 -i\=>y/5 


6.4 Series de Fourier 


La formula integral de Poisson esta intimamente relacionada con la nocion de 
una serie de Fourier. Se ha visto que si U{4>) es continua por partes para 0 < 
0 < 2 tt, entonces la funcion 


u(z) 


1 

27T 


2tt 


U{<t>) Re 


(Re i(l> + z 
\Re i<p -z 


d<f> 


es armonica en Iz I < R y tiene valores en la frontera u(Re i<t> ) = U{<p) en todos 
los puntos donde U es continua. En la practica, frecuentemente es mas facil 
obtener u(z) al desarrollar el lado derecho de la ecuacion anterior en una serie 
infinita. Entonces 



f 1 f 2ir 

- ( z \ n 1 

- 

Re 

— C/0 

L27r Jo 

1 + 2 2 

L n= 1 \Re l<t> ) J 

dp 

_ 
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y, como la serie converge uniformemente en lz I < p < R, la integration ter- 
mino a termino esta permitida, y conduce a la serie de Fourier 


u{z) = 


1 


2n 


2i r 

= c 0 + 2 Re 


UU) d<j> + 2 Re E 

0 n=l V 2?r 


2tt 


t/(</>)e _, ‘ B0 d<t> 


2 /‘c n e 1 


mS 


z = re ie . 


donde 


= — 

2 tt J 


f2jT 




es el n-esimo coeficiente de Fourier de U{<$>)■ 


( 1 ) 


( 2 ) 


EJEMPLO 1 

Encuentrese una funcion armonica en z < R que tenga los valores en 
la frontera U((t>) = cos <j), 0 ^ 0 < 2tt. 


SOLUCION: Primero se deben calcular los coeficientes de Fourier de 

m- 

2 nR n c n = C2n 


cos <(>e m<t> d(p 


o 

f2tr + e -i(n+l)4> 

0 2 

r-i H?-'!"- 1 ) 

21 _ n — 1 

-2i£ n 2 tt 


+ 


1 

2 


<t> 


2 i 


d<j> 


—i(n+\ )0 ~| 2 7r 

= 0, 

n + 1 Jo 

n¥= 1, 

= *, 

n = 1. 


o 


Asi, u(z) - 2 Re {rc x e l6 ) = Re ( z/R ). 


EJEMPLO 2 

Una placa con la forma'de un disco de radio R se mantiene a una tempe- 
ratura constante de 100° en la mitad superior de su frontera, y de 0° en la 
mitad inferior. Busquese la temperatura en cualquier punto z de la placa. 


SOLUCION: Aqui U{4>) =100 para 0 < </> < 7T y U(<p) = 0 para 7r < 
<£ < 27T, por lo tanto los coeficientes de Fourier satisfacen c 0 — 50 y 

100 


2irR n c n = 100 


-in<p 


d(j) = 


[1 


']> 


71 > 0. 


m 
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Existe una conexi6n similar entre las series de Fourier y de Laurent de 
una funcion f(z) analitica en un anillo r x < \z I < r 2 . Aqui, 


donde 


n R n 

R c n = — 


f(z)= 2 c n z n , 

n -—°° 

m 


( 3 ) 


2ni J \z\=R z 


n +1 


dz 


1 

27T J 


'2n 

0 


f{Re l *)e- ln * d<j), r x <R <r 2 . 


Observese que 


2n 

0 


2 

n——k 


d0= 2 2 r n+m c„c m e ! '( n - m ^ 

0 n——k m=—k 


2?r 2 r 2n 

n-—k 


puesto que 


2n . . e i(n-m)0 |2 tt 


e i(n—m )0 d( ^ — 

0 ?(n — m) 


= 0 , md^n. 
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Como la representation en serie de Laurent converge uniformemente en r t < 
Pj < I z\ < p 2 < r 2 , se pueden intercambiar los limites y las integrales y 
obtener la identidad de Parseval 


r 

f{re*) 

2 

c/0 = lim | 

’2 IT 

2 r n c n e in<t> 

Jo 

k^*- 00 J 

0 

n=—k 


oo 

= 2ff 2 



d<j> 


n=—oo I I 

Si z = d®, las series de las ecuaciones (1) y (3) pueden escribirse ambas en la 
forma 


2 c n e 

n ~— 00 


in<p 


( 4 ) 


con c_ n = c n , puesto que 2 Re(c n = c n e m<t> + c n e 




Ejemplo 3^ 

Sea f(z) = 2„=_oo c n z n analltica y uno a uno en una region que contiene 
al anillo r < \z\< R. Muestrese que el area de la imagen del anillo es 

7r 2 n \c n I 2 ( R 2n — r 2n ). 

7 l = —00 


SOLUCION: En el Ejercicio 11 de la Section 5.1, se vio que el cambio lo¬ 
cal en la escala de las areas, producido por el mapeo/(z), es I f'(z) I 2 . Por 
tanto, el area de la imagen del anillo es 



I f'(z) I 2 dx dy = 

. r 


’2tt 

0 


\f'(re it> ) I 2 r d<p dr. 


Por el metodo utilizado al probar la identidad de Parseval, se tiene 


\f'(re t<t> )\ 2 d<t>= lim 
J 0 00 ^ 0 


k 

2 nc n z 

n= — k 


n— 1 


d<p 


= 2tt 2 


n 2 IcJVt— 1 ). 


De ahi que, como la convergencia es uniforme, 

j l/'(z,) I 2 dx dy = 2ir 2 n 2 lc n | 2 f r 2n_1 dr 

Jr< IzKjR n= — «o Jr 


= vr 2 n\c n \ 2 (R 2n -r 2n ). 

n=— 00 


La serie de Fourier de la ecuacion (1) no necesita converger a f/(0). Con- 
siderese, por ejemplo, una funcion U { (<f>) que difiere de U(<p) en solo un 
punto. Ambas funciones tienen la misma serie de Fourier, pero esta no puede 
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represent arias en cada punto. De hecho, existen funciones continuas cuyas 
series de Fourier divergen en todos los numeros racionales 0 en el intervalo 
[0, 27 t). El problema de la convergencia es de fundamental importancia en 
este estudio. 

Antes de estudiar el tema de la convergencia, es util definir limites y deri- 
vadas por un lado. Para e > 0, 

U{<t> + 0) = lim U{4> + e), 1/(0 - 0) = lim U(<p - e) 

0 0 

son los limites de los lados derecho e izquierdo, y 

£->o e 

V#- 0)-H. - e» - IT(* - 0) 

e-*-o —e 

seran las derivadas por la derecha y por la izquierda, respectivamente, de la 
funcion U en 0. Notese que si U es continua en 0, ambos limites por un lado 
coinciden con t/(0), y si U es derivable en 0, ambas derivadas por un lado 
concuerdan con f/'(0). 

Una funcion real f/(0) se llama suave por partes (spp) en [a, b] si tiene 
derivada continua en todos los puntos en los que existen los limites y las deriva¬ 
das de U por un lado, excepto en un numero finito de puntos. 

El teorema siguiente establece el problema de la convergencia para una 
clase util de funciones. 


Teorema 

Sea f/(0) una funcion spp en [0, 27t] con periodo 27T, y 




27T 


2 Tt 


u{d)e~ me de. 


Entonces 


lim 2 c„e‘" 0 =-i-[{/(0 + O) + U(0-O)] ( 

k -+ 00 n-—k 


(Adviertase que si la serie de Fourier (4) converge, concuerda con el limite 
anterior, pero que este existe aunque (4) diverja.) 


PRUEBA t : Si U(<t>) es derivable en a < 0 < b, entonces la integral 


'b 

a 


U{cj))e ik * d(j) = 


U((p)e ik<l> b 

ik a 



f/'(0)e ! '^ d<p 


se anula cuando k ya que la ultima integral esta acotada. Asi, la in¬ 

tegral sobre el intervalo [0, 2tr] se anulara tambien cuando k -*■ Ahora 
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Sk(4>)= 2 c n e in<t> 

n——k 



= ± [ 2 ” U(d) 

k 

2 e tn(<t>-6) 

dd 

2tt Jo 

_n=— k 


- 1 P' wet 


27T • 0 1 

L 1 - d (4> 

-9) 


= _L [ 2n (fe+j)(0-9 ) u{e)dBf 

27T Jo sen -2 (0 — 0) 


dd 


al establecer t = 0 — <j>, integrar sob re el intervalo [— 7T, 7 t] y dividir el interva- 
lo de integracion en mitades, se tiene 

»— r +o+^ - o] * 

27T Jo sen t 

(vease Figura 6.11). 



En particular, si U(<j>) = 1 para todo 0, entonces c 0 - 1 y c n - 0 para 
n =£ 0. En consecuencia, 

i- J. f sen ( ft + l> t 

27 T J 0 sen 

Al multiplicar esta identidad por [t/(0 + 0) + U(<j) — 0)] /2, se tiene 

t /(0 + 0 ) + 1/(0 - 0 ) 
s k\ < P ) 2 

= j- f’ sen( - fe -^ il l [£/(0 + t)- 17(0 + 0) + t/(0 -t)- U{<p - 0)] dt. 


2ir Jo sen \t 

Ya que las derivadas por un lado de U existen, la funcion 

t r u{<t> + 1 ) - u{<t> + o) + u{4> -t)- u{<P 

sen \t _ t t 

es suave por partes en 0 < t < 7T por lo que se aplica la primera observacion 
de esta prueba, y la integral 

fn sen(k + j)t + ^ + + _ *) _ u(<p - 0)] dt 

0 sen 2 1 
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se anula cuando k Asi, 

Mm s k (0) = i [1/(0 + 0) + £7(0 - 0)]. ■ 



Ejercicios 

1. Si la placa G tiene forma del disco unitario con temperatura u(e ‘^) = 0 grados 
para 0 ^ 0 <L 27T, muestre que la temperatura en G para z =£ 1 esta dada por 

«(z) = 7T + 2 Arg(l — z). 

2. Encuentre la temperatura de Iz I < 1, dado que la que tiene en la frontera es 
u(e i<!> ) = cosh 0. 

3. Busque la serie de Fourier para £/(0) = 7renO^0<7Ty £/(0) = Oen7T<0 < C27T. 
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4. Pruebe la serie de Fourier para U((p) - 0 2 en 0 ^ 0 < 27T. 

5. Use la identidad de Parseval para verificar el teorema de Liouville. ( Sugerencia: 

Muestre que I c n ", para todo n, donde l/(z)I^M.) 

6. A1 aplicar la identidad de Parseval a la funcion £7(0) = 0, muestre que 

rr2 oo 1 

2 -i . 


IT 


7. Pruebe que 


n =l n 


7T 4 _ “ J_ 

_ L „4 


90 n= l n" 

8. Aplique la identidad de Parseval a la funcion /(z) = (1 — z) _1 y pruebe que 


1 


'2tt 


d(j) 


1 


0 <r< 1. 


27T .<0 1 — 2r cos 0 + r 2 1 

9. Emplee la identidad de Parseval en la funcion 

/(z) = l+z + ... + z"- 1 , 

confirme que 

[*’ (sen^/se„|) 5 ^=2»„. 

( Sugerencia: f(z) = (z" — l)/(z — 1) para z ¥=■ 1.) 

10. Para propositos de calculo, los coeficientes de la serie de Fourier en la ecuacion 
(4) se aproximan con sumas de la forma 

N -1 (2irk\ „ ., ... 

Nc n = 2 U — e ~ 2mkn / N . 
k=o \ N J 

Si AF = Ni • N 2 , k = AF 2 + k 2 , y n = n 2 AF, + n x , 0 < kj, rij < Nj, 
muestre que 


N, -1 


Nc, 


k,=0 


N t ~ 1 


£ 2 £/ 




*,=0 


27r/s 

AF 




"N 


donde Wfj = e Asi, e n = c n jnj se obtiene como una transformada de los 

coeficientes N 2 


AT, -1 

Cn k = 2 £7 

2 A ,=0 


27T& 

AF 


0<^ 2 <AF 2 . 


11. Use el Ejercicio 10 para la situation donde N —N t 'N 2 ’. . .’N m .Este es el pro- 
cedimiento que se utiliza en la transformada rapida de Fourier. 


6 .5 Transformadas de Fourier _ 

La serie de Fourier de una funcion £7(0) de periodo 27T puede escribirse en la 
forma siguiente: 

2 c n e in \ c n = -L £7(0)<r in * 

n= — 00 27T J -7T 
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De modo semejante, si f/(0) tiene periodo 27rA, con i p = 0/A se obtiene una 
funcion de periodo 27T; por ende, U((j>) tiene la serie de Fourier 


£ c n ^ 

n —°° n ~— °° 

donde 

c n = _L f* U(X\p)e~ in * di) = — ( U{(j))e- in ^ K d<\>. 
2tt J-rr 27rA J-ttX 


Sin embargo, muchas funciones interesantes no son periodicas; por ejemplo, 
un solo pulso que no se repite. Se podria aproximar esta situacion por medio de 
una funcion de pulsos identicos, separados entre si por una distancia 2rrX al 
investigar el efecto en su serie de Fourier cuando A ->■ °° (vease Figura 6.12). 
Como t n = n/A, al definir 


y ya que f n+1 

£ 

n ~— °° 


u(t) 


1 


7r\ 


U((j))e~' t<t> d(j), 


y/2 i J -' x 

— t n - 1/A, se puede escribir la serie de Fourier en la forma 

u(t„) 


X^/2tt 


Jt n <p 


sJTH n 


2 u{t„)e ltn4> (t n+ i - t n ), 


muy similar en apariencia a las sumas con las que se definen las integrales de 
Riemann. Si A -> °° e ignora todas las dificultades tecnicas, se obtienen for- 
malmente las expresiones 


f/(0) 


\f2n 


u(t)e lt<t> dt, u(t) = 


\/2¥ 


d<(>. 


nnnnnnri 

i 171 n n n n n 

0 

27 rX -> 


n 

n 

n 

r 

1 

n 

n 

n 

ol 



_□_E 

1 n 

0 



Hi 



FlGURA 6 . 12 . Irenes de pulsos de frecuencia decreciente 
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Las formulas para U y u tienen similitud inconfundible. Se dice que estas for- 
man un par de transformadas de Fourier, y u(t) es la transformada de 
Fourier de t/(0). Como en la Seccion 6.4, el principal problema es descubrir 
en que circunstancias coinciden los valores de U (0) y U(<p) porque entonces U 
proporciona una formula de inversion para la transformada de Fourier u. 
Esto tiene el efecto de duplicar el tamano de una tabla de integrales dada, por¬ 
que si se conoce una solution en forma cerrada para la transformada de 
Fourier u(t), se conoce tambien una para su inversa. El teorema siguiente pro¬ 
porciona condiciones utiles bajo las cuales f/(0) y t/(0) concuerdan, pero de 
ninguna manera es el mejor de su clase. 


TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER 

Si U(<j>) es suave por partes y 1-17(0) I se puede integrar en -<» < 0 < 
entonces 

PV U((p) = PV — - \°° u{t)e il0 dt = — [7/(0 + 0) + t/(0 - 0)]. 

y/za 2 


PRUEBA+: Como I U(<p) I es integrable, la integral 


f/(0) 




d<p 


converge uniformemente con respecto a t sobre cualquier intervalo finito. Es 
posible, por tanto, integrar con respecto a t sobre el intervalo (~T,T), e inver- 
tir el orden de integracion. Entonces, 


-T J-oo 


U(<P)e 


,it(6- 0) 


d(j> dt = 


m 


e ii(e-<t>) dt 


= 2 


sen 7(0 - 0) 

U{4>) v , d<t>, 

a — 0 


y > | 01 + 1 (0 fijo) puede escogerse de tal forma que 

11/(0) I d0 < t • 

1 10i><i> . ' 4 

Asi que <f> — I 0 1 > 1, lo cual denota que 


ster(0 - j) 

I 0l> <D 0—0 




(* 

I 117(0) I d(p 

d 101> «j> 


< 


A1 igual que en la primera parte de la prueba del teorema de la convergencia 
de las series de Fourier en la Seccion 6.4, 

I * U(<p) 


Je+8 0—0 


sen 7(0 — 0) c?0 -»• 0 cuando 7 


( 1 ) 
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y en forma semejante para la integral en [—4>, 6 — 5], lo cual indica que para 
T grande 


U(4>)e 




d(j> dt — 2 


T 

I J-T J 

Pero al cambiar variables, se encuentra 

'8 senT<p 


■»« ■. 

6-5 V / d — (f) 


< e. 


£/(*) dt 

6-5 0-0 


0 (p 


[U{6 + <p) + U{6 -<t>)] d<p, 


y se sigue que 


PV U(6) = lim - 


1 f8 senTcp 


[U(8 + 4) + U(d - <p)] d(t>. 


( 2 ) 


'0 (P 

Como las derivadas por un lado de U existen, la funcion 

U{8 + <j>) - U(6 + Q) + U{6 - <p) - U(6 - 0) 

<t> 

es suave pot partes. Por (1) la integral 


senTcp 


U{6 +(p) + U(6 -cp)~ U{6 + 0) - U(6 - 0) 

<t> 


dtp -*■ 0 


cuando T -*■ lo cual implica que 

U(6 + 0) + U(6 - 0) [8 sen Tcp ^ 


P VU{6)= lim 

T-> °c 


U(6 + 0) + U{6 - 0) 


lim 

J'—’too 


Jo (P 

'T5 sen i p 

0 \p 


d\jj 


1 


= | [I/(0 + O) +1/(0-0)) 


por la integral de Dirichlet (Ejercicio 16, Seccion 2.2 o Ejemplo 1, Seccion 
4.4). ■ 


Ejemplo 1 

Supongase que U(cp) = e -101 ; entonces I U((p) I es integrable y U(<p) es 
suave por partes. Su transformada de Fourier i 


,, 1 
u{t) = 

° e { - it+l ^d(p+ f” d(p 

\f2Tt 

2 

J — o° Jo 

V^r(l +t 2 ) 


satisface a 


I 01 


1 

7T 


Jt<t> 


1 + r 


dt 


2 


7T 


cos t<p 
1 +t 2 


dt. 


Debe compararse este resultado con el Ejemplo 1 de la Seccion 4.3. 
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EJEMPLO 2 

A1 separar las integrates como en el calculo anterior, se obtiene 

f“ e -y't'~i(<p-x)t dt = — ?y ——, 

(0 — x) 2 + y 2 

lo que transforma la formula integral de Poisson para el semipiano supe¬ 
rior (Ejercicio 4, Seccion 6.2) en 


u(z)=> r , u ~f I ** 

7T (0 — x) 2 + y 2 


2tc ■!- 


tf(0)* -yltl_ * ( * -,e)t dt d<t>. 


Si se invierte el orden de integration y denota por u(t) a la transformada 
de Fourier de U (0) se tiene 


U(z) = —^ [ ” u(t)e~y HMxt dt 

s/Zfi J -~ 


= < Re -—— u(t)e**dtL (3) 

l J 

ya que u(t) = u(—t) para funciones reales £7(0) y 
2 Re = u^e* 1 + u{t)e' St 

= uit^-y^ + u(-Oe (y4 * )(_0 . 

La formula (3) es el analogo, para el semipiano, del desarrollo en serie de 
Fourier de la formula integral de Poisson en el disco. 


EJERCICIOS 

Encuentre las transformadas de Fourier de las funciones de los Ejercicios 1-4. ( Suge- 
rencia: Utilice las integrates de contomo de la Seccion 4.3.) 

b x 


x 2 + b 2 


x 2 + b 2 


(x 2 + b 2 ) 2 x 4 + b 4 

Encuentre las transformadas de Fourier de las funciones de los Ejercicios 5-8. ( Suge- 
rencia: Use las integrates de las Secciones 2.2 y 4.5.) 

5. e~ kx ' 6.xe~ kx2 


7. —-- 

senh x 


senh x 
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9. Suponga que t/(0) = 1 / \J~4> en 0 <0 <°° y se anula en—°° <0^0.Encuentre 
una funcion armonica en el semipiano superior que tenga a £/(0) como sus valo- 
res en la frontera. 

10 . Considere la placa G con la forma del semipiano superior y con temperaturas de 
1° en el intervalo [—1, 1] y 0° en el resto del eje real. Encuentre la temperatura 
en todo punto de G. 

11. Suponga que U = U en casi todos los puntos de (—°°, °°). Sin considerar la con¬ 
vergence, muestre que 


£/(</>) F(0) cL4> = 

J — oo 


u(t)v(t) dt, 


donde u, v son las transformadas de Fourier de U, V, respectivamente. Entonces 
obtenga la identidad de Parseval para las integrales 



f/(0) 2 d(j) = 


I u(t ) I 2 dt. 

J— oo 


12. Muestre que 



e 2 l ^ 1 = — 

7T 


(Sugerencia: Use el Ejercicio 11.) 



dt 

(1 + t 2 ) 2 


6.6 Transformadas de Laplace 


Los metodos de la transformada de Fourier a menudo son inutiles para anali- 
zar funciones que no son absolutamente integrables en (—°°, °°). Porejemplo, 
la funcion de Heaviside 


H((j) — a) = 



<p>a, 

<p<a, 


no tiene transformada de Fourier, ya que la integral 



diverge. Esto se debe a que el factor e~ ltct> no tiende a cero cuando 0 -> °°, lo 
que conduce a probar factores de la forma e~ S(t> = e~^ q+lt ^, que se anulan 
cuando q > 0 y 0 °°. La funcion 


je 2 {t/(0)}(,) = 


U((j))e s<t> d(p 


( 1 ) 


se denomina transformada de Laplace de dos lados de la funcion £7(0). Cuan¬ 
do se escribe s = q + it, la ecuadon (1) se convierte en 


j ” £/(0)e“9* d<p, 

que es la transformada de Fourier de la funcion y/2itU((j))e~ q ^. 
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En lugar de desarrollar un analisis de la transformada de Laplace por dos 
lados, es mas conveniente escribir la integral (1) en dos partes, 

| " U{<j>)e~ s + <70 = 1 ° £/(0)e-** d(t> + f“ U((j))e- S * d<\> 

J—OO J_oo Jo 

= I U(— (t))e s<t> d(j) + | U((}))e~ s,t> d<j>. 

Jo Jo 

Entonces, un estudio de las propiedades de la integral 

JC{t/(0)}(s) = f” Uifte-* dQ, (2) 

llamada transformada de Laplace (por un lado) de 17(0), permite investigar el 
comportamiento de la transformada de Laplace por dos lados, ya que 

£ 2 {U(<t>)}(s)=£{U(-d>)}(-s) + £{U(<l>)}(s). 

La transformada de Laplace por un lado, definida en la ecuacion (2), 
tiene muchas propiedades similares a las de las series de potencias. Se probara 
la existencia de un semipiano de convergencia analogo a la nocion del radio de 
convergencia en el teorema de Abel. La transformada de Laplace por dos la¬ 
dos convergera en la franja a < Re s < b (a < b) en analogia con el de- 
sarrollo de la serie de Laurent. 


TEOREMA 

Supongase que 1/(0) es suave por partes y de orderrexponencial (esto es, 
existen constantes a y $ tales que 11/(0) I esta acotada para toda 
0 > 4>). Entonces la transformada de Laplace X{!/j-(s) es analltica en 
Re s > a (un semipiano de convergencia). 


PRUEBA: A1 denotar por M una cota finita de e a(t> 1 1/(0) I en 0 > <J>, se 
tiene 

\°° lt/(0)c- i0 Id0< I* I U((j))e~ s<t> \d<t> + M p | e -(*-«)*| d0. 

Jo Jo J * 

Pero 1/(0) esta acotada en [0, <f>], ya que es continua por partes, lo cual 

implica que la primera integral es finita, y 

r °° (R ei—a)<t> 

1“ | e ~(s~a)0 | d(j) - e -(R es ~a)<p d(j)= - <00) 

J o> J <t> Re s — a 

as! que la transformada de Laplace de 1/(0) converge absolutamente en 
Re s > a (vease Figura 6.13). 

Esta ultima ecuacion indica que la transformada de Laplace converge 
uniformemente en cualquier conjunto cerrado D, completamente contenido 
en el semipiano de convergencia, porque 
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FlGURA 6.13. Semiplano de convergencia 

-<Rej-a)0 

U{(j>)e s<t> d<j> - 

J 0 Re s — a 

cuando 0 > <f>, y 0 puede elegirse de tal forma que el lado derecho de la 
ecuacion anterior quede mas pequeno que un e > 0 preestablecido, para todo 
s en D. 

Para los enteros n ^ 0, las funciones 

u„ (s) = U^)e~ s4> d0 

son analiticas en la region Re s > a porque 

u'n (*) - - J o 0 f/(0)e _ ' s0 d0. 

Por tanto, segun el teorema de Weierstrass, la serie de funciones analiticas 

£ [m« + 1 (*) -Mn(s)] = f C/(0)e”' S0 d0 = £{f/(0)} (s) 

n=0 J 0 

es analitica en Re s > a. En particular, 

£{U(0)j = - J“ 0 f/(0)e-^ d0 = —jC {0 17(0)}. ■ (3) 
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EJEMPLO 2 

Conflrmese que 


para Re 5 > 0, n = 0, 1, 2,. . . 


m = -S 


SOLUCI6N: A1 integrar por partes repetidamente, se obtiene 

£{<p n j -= [” p n e~^ dp 

= t£l “ + »r- r-'e-»d* 

—S 0 s Jo 

n “ n — 1 r~ 0 

= - -- +- cj) n - 2 e~ s * dp 

s L — 5 0 s Jo 


n! f“ 
s*~ LJo 


e s<tl dp = 


Tambien se pudo haber hecho z = 0 en el Ejemplo 1 y utilizado la 
ecuacion (3) repetidamente para obtener el resultado. 


Otros dos resultados utiles al calcular transformadas de Laplace son los 
teoremas de desplazamiento. Notese que 

’°° {U(p)e- X *)e-** t/0= J“ [/(0)^- (s+z) * dtp, 

lo cual proporciona el primer teorema de desplazamiento 

£{U(p)e~ z «}(s) = £{U(p)} (s + z), 

donde la ultima expresion significa que cada sen £{U} se reemplaza por s + 
z. Si a > 0, se tiene 

f 00 U(p)H(p - a)e- s,t> dip = r U(p)e~ s * dp. 

JO Ja 

Cuando se sustituye <p = d + a en el lado derecho de esta ecuacion, se obtiene 

f“ U(p)H(p - a)e~ s, » dp = e~ as f °° U(6 + a)e~ se dd. 

Jo Jo 

Ademas, puede reescribirse como el segundo teorema de desplazamiento, 

£{U{p)H{p - a)} = e~ as £{U{p + a)}. 

Los siguientes dos ejemplos muestran el uso de los teoremas de desplazamiento. 
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Ejemplo 3 

Para cualquier entero n > 0, pruebese que 

£{4T.e~ z *} = 


(s+z) 


n+1 ? 


Re s > —Re z. 


SOLUCI&N: Podria usarse la ecuacion (3) repetidamente para obtener 
este resultado, pero es mucho mas facil el primer teorema de desplaza- 
miento, si ya se tiene el resultado del Ejemplo 2. Asf, 


Ejemplo 4 

Muestrese que si a > 0, entonces 


a(s+z) 

£{e~ z0 H(<p-a)} = -, Re j > -Re z. 


s+z 


SOLUCION: Por el segundo teorema de desplazamiento y el Ejemplo 1, 

£{e~ z * H((j) - a)} = e~ as £{e~ z ^ +a '>} 

= e -a(s+z) 

En particular, observese que 


£{H(4>-a)} = 


Re s > 0, 


cuando z — 0. 


Notese que la transformada de Laplace es lineal: 

£{aU(<t>) + bV(<p)} =J“ [aU{<t>) + bV(<l>)] e~* d<{> 

= a | “ U{4>)e~ s * d<j> + b f ” F(0)e"^ d(j> 

JO jo 

J =a£ &(</>)} +b£ {¥(<!>)}. 

Ejemplo 5 

Muestrese que, cuando Re s > I Im z I, 

£{co SZ <t>}= y £{sen**} = —• 

s 2 +z 2 s 2 +z 2 
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SOLUCION 


PROPIEDAD DE LA DERIVACldN 

Si f/(0) y U’(<p) son funciones spp de orden exponencial, entonces 
jC{£/'(0)> =s£{U(il>)} -U( 0 + ), 
donde £/(0 + ) es el llmite por la derecha de U. 


PRUEBA: Como U y U' son de orden exponencial, todos los terminos en la 
ecuacion (4) existen en Re s > a. Para probar (4), integre por partes 
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La convolution de las funciones U((p) y V(<f>) es la funcion 
U * V{</>) = | * U{t) V{(t> - t) dt. 

Adviertase que los papeles de U y V pueden intercambiarse sin que varie el va¬ 
lor de la convolucion. Si las funciones U, V son absolutamente integrables en 
(0, °°), la convolucion satisface la identidad 

£{U*V} = £{U}£{V}, (5) 


esto es, la transformada de Laplace de la convolucion es el producto de las 
transformadas de las funciones. Las hipotesis anteriores son suficientes para in- 
vertir el orden de integration 


£{U* V}= J “ U(t) V(4> - t) dt 


p-S<t> 


d(p 


= J” J” U(t) V((p - t)H{(j> - t) dt 
-!«' m 


P -S<t> 


d(j) 


V(cj) — t)H((j) — t)e s<t> d(j) 


U{t)£[V{(t>-t)H{<P-t)}dt, 


dt 


que, por el segundo teorema de desplazamiento, conduce a 

£{U* V} = £{v}j~ U(t)e~ ts dt = £{u}£{v}. 

El ejemplo siguiente da una indicacion de la importancia de la nocion de 
convolucion. 


Ejemplo 7 

Obtengase una solucion particular de la ecuacion diferencial 

U"{4>) + 2 wU'(<p) + ( w 2 +z 2 )U{(p) = V{<p) 
con U{4) = U'(<t>) = 0. 


SOLUCION: Por medio de la propiedad de la derivacion, se obtiene 
[s 2 +2ws + {zv 2 +z 2 )] £{U(<p)} =£{V{4))}. 

Pero, si se usa el primer teorema de desplazamiento, se tiene 

£{e~ w * senz(j)} - Z 

Asi que, 


(s + u;) 2 +z 2 
£{U{<t>)} = £{z~ l e~ w 0 sen z<j)}£{ V(<j>)}, 
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y la solucion es 

17(0) = - f 0 e~ wt sen (zt) F(0 - t) dt. 
z Jo 


Este ultimo ejemplo crea el importante concepto de funcion de transfe- 
rencia. Muchos sistemas fisicos pueden tomarse como aparatos que transfor- 
man una funcion de entrada V en una funcion de salida U. Si todas las condi- 
ciones iniciales son cero cuando 0 = 0 y toman la transformada de Laplace de 
las ecuaciones que describen el sistema, se obtiene la expresion 

Z(s) 

donde Z(s) _1 , la funcion de transferencia, es independiente de V. Sea U H la 
funcion de salida cuando F(0) = 7/(0). Entonces, con el Ejemplo 4, se en- 
cuentra 

Z(s) £{U H } = £{H(<P)} = - 

s 

o bien 

£{U} = = s£{u„}£ {F} = S £{U„ * V}. 

sZ[s) 

En consecuencia, por la propiedad de la derivacion, 

17(0) = (U„ * F)'(0) = U H (t)V'((P -t)dt+ (0)7(0). (6) 

A1 conmutar £{Uh} y X{ F} dadas anteriormente, tambien se sigue que 

U(d>) = (V*U H )\<t>)= \ 0 V{t)U' H {<t>-t)dt, (7) 

ya que las condiciones iniciales implican que f///(0) = 0. Las ecuaciones (6) y 
(7), formulas de Duhamel, expresan la respuesta de un sistema a la funcion de 
entrada F(0) en terminos de la respuesta, experimentalmente accesible, a la 
funcion de Heaviside. 


EJERCICIOS 

Verifique las transformadas de Laplace y las regiones de convergencia en los Ejercicios 


1-13. 


1. X {cosh z0} = 

2. X {senh z0} = 

3. X {0 sen z0} = 


s 



2sz 

(s 1 2 3 +z 2 ) 2 ’ 


Re 5 > | Re z | 

Re s > | Re z| 

Re s > | Im z | 
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4. £{0 cos Z0} = 

5. £{0senh z<f !>} = 

6. cosh z(j)} = 


7. £,{e~ w<t> sen Z0} 


8. £ {e w<t> cos z0} = 


s 2 — z 2 

(s 2 + * 2 ) 2 ’ 

2sZ 

(5 2 -Z 2 ) T 
5 2 + Z 2 
{s 2 -z 2 f 
z 


(s + w ) 2 + z 2 
s + w 


9. £{0 2 senz0} = 

10. £{0 2 COS Z0| = 

11. £ {cos 2 Z0| = 


(.s + w ) 2 + z 2 
_ 2z(3s 2 -z 2 ) 


(s 2 + z 2 ) 3 
2s(s 2 — 3z 2 ) 
(s 2 + z 2 ) 3 
2z 2 + s 2 


s(s 2 + 4z 2 ) 


Re 5 > | Im z | 

Re s > | Re z | 

Re 5 > | Re z | 

Re(s + w) > | Im z| 
Re(s + it;) > | Im z) 
Re s > | Im z| 

Re 5 > | Im z | 

Re 5 > 2 I Im z I 


^ 

12. £{//(0 — a) senZ0} = —-- (z cos za + s senza), 


5* +z^ 


Re s > | Im z | 

13. £{//(0 - a) COS Z0{ = 


S 2 + z 2 


(5 cos za — z senza), 


Re 5 > | Im z | 

14. Resuelva la ecuacion diferencial 

t/'(0) + 3t/'(0) + 21/(0) = sen0, t/(0) = f/'(0) = 0, 

use transformadas de Laplace. 

15. Resuelva la ecuacion diferencial 

t/"(0) + £7(0) = 0 sen 0, t/(0) = 0, t/'(0)=l. 

Utilice transformadas de Laplace. 

16. Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales 

t/'(0) = 1/(0) - F(0) + sen 0, t/(0) = 0, 

F'(0)=t/(0)+ F(0)+^, R(0) = 1, 

con transformadas de Laplace. 

17. Encuentre la transformada de Laplace de la solucion general de la ecuacion di 
ferencial 

0t/''(0) + f/'(0) + 01/(0) = 0. 
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18. De un ejemplo de una funcion spp que no sea de orden exponencial. 

19. De un ejemplo de una funcion de orden exponencial que no sea suave por partes. 

20. Si £/(0) es suave por partes y de orden exponencial, muestre que 

£ { j* 17(0) d<p J = i JC{C/(0)} + j 17(0) d<t>, 

y use esta para encontrar la transformada de Laplace de la integral seno 

„., , f 0 sen 0 ,, 

Si(0) = - d(j). 

JO 0 

Si C/(0) y U'{<f) son suaves por partes y de orden exponencial, pruebe las condiciones 
dadas en los Ejercicios 21-23, ya que el dominio de convergencia de U'((j>) incluye el 
semipiano derecho cerrado. 

21. 11m jC{t/(0)} = 0 

S~* 00 

22.11m 5£{f/(0)} = C/(0 + ) 

23. 11m v£{l7(0)} = 11m 

0-»-oo 

24. ^Pueden las funciones 



ser transformadas de Laplace de funciones f/(0) que, junto con U'{(f) son 
suaves por partes y de orden exponencial? 

En los Ejercicios 25-27, pruebe que la convolucion es distributiva, conmutativa y aso- 
ciativa. 

25 . U* {Vi + V 2 ) = U* Vi +U* V 2 

26. U* V= V* U 

27. {U* V)*W=U*{V*W) 


m 


6.7 La transformada inversa de Laplace 


En esta seccion se estudiara una tecnica muy poderosa para determinar la fun¬ 
cion 17(0) cuando solo se conoce la transformada de Laplace 

u(s) = £ {17(0)} (5) = r U(4>)e-« d<t> (1) 

Jo 

de esa funcion. Supongase que 1/(0) es de orden exponencial, con e~ arp 11/(0) I 
acotada para 0 > 4>. 

Si s = q + it, la transformada de Laplace se transforma en 
u{s)= {U{(f))e-^)e- i ^ d(j), q> a. 
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que es la transformada de Fourier de la funcion 

= (2) 

Como q > a, I P(<j)) I es integrable, se aplica el teorema integral de Fourier. 
Asi que, en todos los puntos 0 > 0 de continuidad de P, se tiene 

P(0) = PV P(0) = —— PV °° u(q + it)e it(t> dt 

o sea 

U(<j>) = — PV u(q + it)e^ +it ^ dt 
2n 


= ——^ PV 9 u(s)e s,t> ds, s = q + it, 0 > 0. (3) 

2 ni Jg'-i ~ 

Esta ultima ecuacion es la formula de inversion para transformadas de 
Laplace. Se escribe £~ 1 {w(s)| = U(<p) en todos los puntos 0 > 0 de conti¬ 
nuidad de U, y a U se le llama la transformada inversa de u. En particular, 
notese que diferentes funciones continuas spp de orden exponencial tienen di- 
ferentes transformadas de Laplace. 

Supongase que se desea encontrar la transformada inversa de Laplace de 
una funcion univaluada u(s), Res ~> a y ademas que u(s) se anula cuando 
s 00 en f)IZ, para s - q + Re 16 , q> a, 

I gS<P I = + R <t> cos 6 Q 


si R dado que 0 cos 6 < 0. Entonces, las integrales de contorno sobre 

las curvas indicadas en la Figura 6.14, 



(a) (b) 

Figura 6.14. (a)0<o;(b)0>o 
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convergena Z ~ 1 |u(s)} cuando Puesto que«(s) es analitica en Re s >a, 

la ecuacion (4) se anula por el teorema de Cauchy. Asi £7(0) = 0 si 0 < 0. Fi- 
nalmente, el teorema del residuo senala que 

17(0)= 2 Res , si 0>O. (6) 

Re 5 < q 

Como la funcion exponencial e s(t> es entera, solo se usan las singularidades de 
la transformada de Laplace u(s) = £{U(tj>)} en el semipiano Re s < a. La 
ecuacion (6) proporciona una evaluacion util de la formula de inversion (3) 
para funciones univaluadas u(s) que se anulan cuando s °°. 
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SOLUCION: La ecuacion (6) no puede usarse porque u(s) no se anula 
cuando s 00 sobre el eje real negativo. Sin embargo, el metodo utiliza- 
do para obtener la ecuacion (6) puede emplearse todavfa. A1 integrar 

2)s 

u(s)e s<t> = —-- 

(s + 3) 2 

sobre los dos contornos mostrados en la Figura 6.15, adviertase que para 

s = Re ie , 

| e (0-2)s|_ e r?(0-2)cos0 

cuando R -* 00 si (0 — 2) cos 6 < 0. Por el teorema de Cauchy, 

-1 r g( 0 ~ 2 h 

U(<t>) = - lim -- ds = 0 si 0 < 2. 

2 m R->°° J 7 , (s + 3) 2 

Para 0 > 2, el teorema del residuo proporciona el resultado 

1 r e (<P~2)s 

t/(0) =- 7 lim -— - ds 

2ITZ /i->» Jy 2 (s + 3) 2 

= Res _3 --= (0 — 2)e~ 3 ^~ 2 K 

(s + 3) 2 V ' 

Por tanto, «(0) = (0 - 2)e _3 ( 0_2 > H(4> — 2). 




Figura 6.15. (a) 0 < 2 : (b) * > 2 


Cuando se invierte una transformada de Laplace u(s) que sea multiva- 
luada, se debe tener especial cuidado para evitar cruzar cortes de ramifi- 


EJEMPLO 4 

Encuentrese la inversa de la transformada de Laplace 

u(s) = -—> Re s > 0. 

VT 
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SOLUCION: El teorema de Cauchy indica que ambas integrates 


E f 

llTl J7i 


ds = 0, 


2m hi 

donde 7 , y 7 2 son los contornos mostrados en la Figura 6.16. Puesto que 

\ e (s-l)0 \ =g R<t> cos 6 Q ( 

cuando R °° si 4> cos 6 < 0, la funcion U(<j>) = 0 para <j) < 0. 


Corte de — 
ramificacion 



Figura 6.16. 


Para <p > 0, notese que la integral se anula cuando R 00 en el semi- 
circulo grande de J 2 mientras que 


1 

I — ds 

2m 

Us ' =r vr 


1 fa* 


2ir J 0 


y/7f * cos 0 dd -*■ 0 , 


cuando r -> 0 en el drculo pequeno de J 2 - Entonces, 

1 ci -hr e s<t> . 

U(<p) = lim — r j as 


2m Ji-iR s/T 
{ 1 \—r dt 


= lim 1 -L f-' 

«-+°° [2m }-r 

r ->-0 


2m J-R yiil. 


Si x = -t se tiene 

1 f R e ^ x4> dx 1 f” e- x<p dx 

U{<S>) = Um - -- — ’ 

* - r JT * j0 \/^ 

r -+0 v 

y con la definicion de la funcion gamma del Ejercicio 14 de la Seccion 
4.5, se tiene 
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CAPITULO 6 


PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA Y VALORES INICIALES 


Ejemplo 5 

Resuelvase el problema de valor inicial 

U"(<p) + 2 wU'(<p) + w 2 U{(p) = —sen w(p, 

U( 0) = 0, U'(0 ) = ~ ■ 

SOLUCION: Con la propiedad de la derivation de la Seccion 6.6, 

jC{t/"(0)} = ^jC{t/'(0)} - i- =s 2 £{U(<p)}- -i-, 

2w 2 w 


£{u'(<l>)}=s£{U(<i>)}, 


de alii que la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial se trans- 
forma en 


o sea, 


(s 2 + 2 ws + w 2 )£{[/(<p)} — 

Mm} = 


1 

2 w 

S — IV 


—XV 


s 2 + w 2 


2 u>(s + zv)(s 2 + iv 2 ) 

Por el teorema de inversion para transformadas de Laplace, 


t/(0)= 2 ResJC {J7(0)}(f)e* 0 
0 


asx que 


m = 


- e- w<t> 
2 TV 2 


Jw<p 


4 w 2 


-iw<>> 


cos io<p — e 


— w4> 


4 w 2 


2 w 2 


Ejemplo 6 

La ecuacion de difusion termica en una varilla semi-infinita es 

at/ . a 2 u 

- — 0 - ; 

a t dx 2 

donde 5 es el coeficiente de difusividad de calor en la varilla, x es la por- 
cion sobre la varilla, t es el tiempo y U es la temperatura. Supongase que 
se dan las siguientes condiciones inicial y de frontera: 

U(x, 0) = 0, 0<x<«>, 

U(0,t) = c*0, t> 0, (8) 

lim U(x, t) = 0, t > 0. 

x-+°° 

Encuentrese la temperatura U en cualquier punto x a cualquier tiempo t. 
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SOLUCION: Considerese a x como parametro y deflnase 
Z{U(x, t)}(i) = | o e~ st U(x, t ) dt. 

Por la propiedad de la derivacion, la ecuacion (7) se transforma en 

, X {£/}-£/(«, 0 ) = i :{^}-8 £ m , 

Cuando se intercambian las operaciones de tomar la transformada de 
Laplace y la de derivar con respecto a x. Como este intercambio puede no 
ser valido, se debe comprobar la respuesta y verificar que solucione el 
problema. Si :u = jC{ t/}, la ecuacion diferencial es 


a 2 


u 


dx 7 


s 


( 9 ) 


donde se considera a x como la variable independiente y s como un para¬ 
metro. Las condiciones de frontera en (8) pueden reescribirse en la forma 


i (0,s) = £{f/(0,t)} = 


ce 


,—st 


dt = - 

S 


( 10 ) 


Km u(x, s) = [ lim U(x, t)e st dt - 0, (11) 

x-+oo Jo x->“= 

siempre que el intercambio de la integral y el limite sea valido. La solu¬ 
cion general de la ecuacion (9) tiene la forma 

u = Ci e'^ x +c 2 e~'^ Sx , 


asi que c, = 0 por la ecuacion (11) y c 2 - c/s por la (10). Por tanto, 
£{Uy = ce-'Jsft*/s, y puede utilizarse el teorema de inversion para las 
transformadas de Laplace, o el Ap6ndice 2, para obtener 


U(x, t) = c 


2 rxft-f&i , 
- c 

v^r Jo 



( 12 ) 


A1 comprobar que la ecuacion (12) es efectivamente la solucion, notese 


que 




por medio del Ejemplo 3 de la Section 2.2. De esta forma se satisfacen las 
condiciones inicial y de frontera (8). Ademas, 



a u _ 

~ c e -x*l4st 


dx 

y/n8t 

y 

s * u = 

cx <r* 2 / 46i 


dx 2 

2 !v As < 3 ' 2 
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CAPITULO 6 


PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA Y VALORES INICIALES 


ejercicios 

Encuentre las inversas de las transformadas de Laplace dadas en los Ejercicios 1-10. 
Suponga que cada transformada se define en el semipiano Re s > a y b es real. 

1 „ 1 


1. 


(5 + a)' 


3. 5 

(5 2 + a 2 ) 2 

4. 

5 1 

s(s 2 + a 2 ) 

6. 

7. 1 

(s 3 + a 3 ) 

8. 

p-bs 

9. 

5 2 + a 2 

10. 


(s 2 +a 2 ) 2 

1 

(* + «) 4 
5 

TTa* 

„-bs 


(s + a) 3 
e~ bs 

s(s 2 +a 2 ) 


Use los metodos de los Ejemplos 3 y 4 para invertir las transformadas de Laplace de los 
Ejercicios 11-18. Suponga a, b > 0. 


11.—, Re 5 > 0 


13. Log 


s — a 
s — b 
a 


_i 

Re s > max(a, b ) 


12.-, Re 5 > 0 

4 r 


14. tan 1 —> Re s > 0 

s 


15. 4 -Log j 1 + 


4a 2 


16. e~ a 'J 7 , Re 5 > 0 

p -a-JT 

17. --, 


Re s > 0 


— > Re s > 0 

19. Resuelva la ecuacion 


18.— Log(l+s 2 ), Re s > 0 

25 


1/(0) = 0 2 + | sen (0 — t) U(t) dt. 


Jo 


20. Resuelva la ecuacion 


1/(0) = e 0 — 2 cos (0 — t) U(t) dt. 


21. Resuelva la ecuacion integrodiferencial 


t/'(0)+ 1/(1) dt = e- a *, 0> 0, 

Jo 

dado que 1/(0) = c(^=0). Use transformadas de Laplace. 
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22. Encuentre la solucion de la ecuaci6n diferencial con retraso 

LT(0) = C/(0 - 1) — LT(0 — 1) 

dado que £7(0) = 1 para —1 ^ 0 ^ 0. 

23. Resuelva la ecuacion de convolucion 

C7(0) = 1 + (0-0 U(t) dt. 

24. Encuentre una solucion de la ecuacion. de onda 

Utt ~ & U xx , 

con condiciones iniciales y de frontera 

U(x, 0) = 0, U t (x, 0) = 0, £7(0, t) = sen — , U(b, t) = 0, 

b 

donde a y b son constantes fijas 

25. Busque una expresion para la solucion de la ecuacion de onda 

Utt ~ a U xx , x, t ^ 0, 

en una cuerda semi-infinita, dadas las condiciones iniciales y de frontera 

U(x, 0) =f(x), x>0, 

U t (x, 0) = 0, x>0, 

£7(0, 0 = 0, t> 0, 

11m U(x, 0 = 0, t > 0. 

x-+°° 

26. Una cuerda finita, sujeta a una funcion de forzamiento f{x, t), satisface la 
ecuacion de movimiento 

U xx -y U tt = f(x, t). 

a 1 

Las condiciones iniciales 

U[x, 0) = g(x), 0 < x < L, 

U t (x, 0) = h(x), 0 < x < L, 

son funciones dadas, y la cuerda tiene sus extremos fijos: 

£7(0, t) = £7(1, t) = 0. 

Use transformadas de Laplace para obtener una expresion para la solucion de 
este problema. 

27. Resuelva la ecuacion diferencial parcial 

U t = 5U xx +nU x , t > 0, x>0, 

dadas las condiciones inicial y de frontera 
U{x, 0) = 0, x ^ 0, 

£7(0, t) = c(i= 0), t > 0, 

11m U(x, t) = 11m U x (x, t ) = 0, 

PC-* 00 x-+°° 


t> 0. 
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NOTAS 

SECCION 6.2 

Puede encontrarse un analisis mas completo del problema de Dirichlet en el 
piano complejo en [A. pags. 237-253], El problema de Dirichlet en el espacio 
tridimensional se estudia en la teoria del potencial; un clasico en esta area es 
[Ke], La hipotesis sobre £7(0) en el teorema de Poisson puede desarrollarse 
substancialmente [Hf, Capitulo 3, y H, Capitulo 19]. 

SECCION 6.3 

Un tratamiento del perfil de Joukowski se encuentra en [R, pags. 115-121], 

SECCION 6.4 

Un ejemplo de una funcion continua cuya serie de Fourier diverge en los nu- 
meros racionales de [0, 27 t] se encuentra en [ J, pag. 546], Un teorema de Y. 
Katznelson [Studia Math., 26 (1966), 301-304] muestra que para cualquier 
conjunto S de medida cero, existe una funcion continua cuya serie de Fourier 
diverge en ese conjunto. Reciprocamente, por un resultado de L. Carleson 
[Acta Math., 116 (1966), 135-157], la serie de Fourier de una funcion continua 
converge excepto en un conjunto de medida cero. Se puede encontrar un ana¬ 
lisis comprensible del problema de la convergencia en [Hf]. La integration y la 
derivation termino a termino de una serie de Fourier se pueden realizar, para 
obtener una serie de Fourier de la integral indefinida o de la derivada, si las 
funciones involucradas son suaves por partes. 

SECCION 6.5 

Frecuentemente se encuentran definiciones alternativas de las transformadas 
de Fourier. Todas las definiciones son equivalentes hasta una rotation y la am¬ 
plification por -,y27r. 

SECCION 6.6 

En muchos manuales matematicos pueden encontrarse tablas de transforma¬ 
das de Laplace, una de las cuales esta en el Apendice. 

SECCION 6.7 

Una prueba de unicidad de la transformada de Laplace para funciones conti- 
nuas puede encontrarse en [M, pag. 412], 

El desarrollo de una formula de inversion para transformadas de Laplace 
de dos lados se dificulta por su no unicidad. Cualquier formula de inversion 
para la transformada de Laplace de dos lados debe considerar la region de 
convergencia. 




A1 Tabla de mapeos 

CONFORMES 


Plano z Funcion del mapeo Plano w 
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Plano z 


Funcion del mapeo 


Plano uj 


HR 

- b 

a 


- d 

c 

... 

T 7 

d 


-a i 
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Plano w 


Funcion del xnapeo 


Plano z 


Lined discontinue 
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Funcion del mapeo 


Plano w 


Plano z 


Linea continua 


Linea dlscontinua 


in 12 

c 

a 

0 

9 

e 

-ini 2 




















A 2 Tabla de 

TRANSFORMADAS DE 

Laplace 


u(<P) 

£{u(<P)}(s) 

Dominio de convergencia 

<p z (Re z > — 1) 

r(z + i )/s z+l 

Re s > 0 

z<b 

e 

l/{s - z) 

Re s > Re z 

sen z<t> 

zl(s 2 +z ). 

Re s > i Im z| 

cos z(p 

s/{s 2 +z 2 ) 

Re s > | Im z| 

e w '^ sen z(j> 

z/[{s - w) 2 + z 2 ] 

Re s > Re w + | Im z | 

e Wl ^ cos z(p 

(s - w)l[(s - w) 2 + z 2 ] 

Re s > Re w + | Im z| 

<p sen z(p 

2 szl(s 2 + z 2 ) 2 

Re s > | Im z| 

(p cos z(p 

(s 2 - z 2 )j(s 2 +z 2 ) 2 

Re s > | Im z| 

sen 2 z(p 

2 z 2 /s(s 2 + 4 z 2 ) 

Re s > 2 | Im z| 

cos 2 z(p 

(s 2 +2 z 2 )ls(s 2 +4 z 2 ) 

Re s > 2 I Im z| 

(e z<t> - e w<t> )/cp 

log[(s - w)/{s - z)] 
tan -1 z/s 

Re s > max {| Re z |, | Re in 

sen z(p/<p 

Re s > I Im z| 

sen 2 z4>l<t> 

ilog(l + 4z 2 /s 2 ) 

Re s > 2 | Im z| 

e~**' 

W-n/z e^ll - erf (s/2\/7)] 

e 

log (p 

(log s - y)ls, 7 = 0.5772. . . 

Res> 0 

H(<P - a) 

—as, 
e /s 

Re s > 0 

e a(p (l - 2 a<p) 

s 

Re s > 0 

\frrtp 

{S - ajW 

—-— cos (2 \fa4>) 

e - a h 

Res > 0 

\frup 

VT 
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u{<s>) 

£{«(*)} (0 

Dominio de convergencia 

—-— cosh (2 \fa4>] 

e a / s 

Res >0 


VT 


a e -a 2 /40 

2\ fn^ 

e~ as ^ 

Res >0 

2 i’a/2\/0 1 


Res > 0 

1 — - e v dv 


yfH - 0 

5 



Para una lista mas extensa de transformadas de Laplace, ver [M, pags. 428- 
434]. 




A3 INTEGRALES DE 

UNEA Y TEOREMA DE 

Green 


Las integrates de linea son una generalization natural del concepto de in¬ 
tegral definida 

\ b f(x)dx. ( 1 ) 

Ja 

En este apendice se dara un breve desarrollo de las integrates de linea de fun- 
ciones reales f(x, y) a lo largo de curvas spp en el piano Euclideano. 

El termino integral de linea* es una designation desafortunada, ya que 
usualmente se evaluan las integrates a lo largo de curvas. Para entender lo que se 
mide con una integral de linea, recuerdese que la integral definida ( 1 ) se ob- 
tiene al dividir el intervalo a < x < b en n subintervalos de longitudes Ax ,, 

Ax . . Ax n , luego se elige un punto x^ en cada subintervalo, y se evalua 

el limite de la suma de Riemann 

2 f(x k ) Ax k 

k~ 1 

cuando todas las longitudes Ax k tienden a 0. 

Se puede llevar a cabo un proceso similar para una funcion real f(x, y ) 
definida en una curva 7 suave del piano Euclideano: se divide 7 en n subarcos 
de longitudes de arco As,, A s 2 , . . As n , se elige un punto (x^, y k ) en cada 
subarco, y se evalua el limite de la suma 

2 f{x k ,y k )As k (2) 

k~ 1 

cuando todas las longitudes de arco As k tienden a 0 (vease Figura A.l). 

* En ingles line integral, donde line sugiere siempre una linea recta. (N. de. T.) 
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APENDICE 3 


INTEGRALS DE LINEA Y TEOREMA DE GREEN 


fix.V) 



FlGURA A.1. Suma de Riemann para una integral de Ifnea 


De la misma manera en que la integral definida (1) puede interpretarse 
como el area bajo la grafica de / entre a y b, la integral de linea 

f f{x,y)ds= Km 2 f{x k ,y k )As k , (3) 

J y max As^-tO k 

puede interpretarse como el area bajo la grafica de / a lo largo de 7 . 

Puede mostrarse que si f es continua en la curva suave 7 , entonces el 
Kmite en (3) existe [B, pag. 301], De hecho, el limite (3) existe bajo hipotesis 
mucho mas debiles (vease [S]). 

Las integrales de lrnea casi nunca se evaluan mediante la suma de Riemann 
de la ecuacion (3). Los dos ejemplos siguientes muestran el procedimiento 
usual para determinar el valor de una integral de linea. 


EJEMPLO 1 

Evalue 

xyds 

Jy 

donde 7 es el arco a lo largo de y = x 2 que va de ( 0 , 0 ) a ( 1 , 1 ). 
SOLUCION: Del teorema de Pitagoras (vease Figura A. 2 ), el cambio de 





FlGURA A.2 Longitud de arco 


la longitud de arco As que corresponde a un cambio en la variable inde- 
pendiente de x a x + Ax es, aproximadamente, 

(A *) 2 » (Ax) 2 + (Ay) 2 . 

Si se dividen ambos lados por (Ax ) 2 y se toma el limite cuando Ax tiende 
a 0 , se tiene 

(ir< 4 > 

donde s(x) es la funcion longitud de arco que mide la longitud del arco a 
lo largo de la grafica de 7 que va de (0, 0) a (x, x 1 ). Cambiando varia¬ 
bles, se obtiene 


p 


Jo 

xy 

ft 



x 3 

Jo 



= X 3 yj\ + 4x 2 dx. 

Jo 

A1 sustituir u - 1 + 4x 2 y cambiar variables, se tiene 

f x\/l + 4x 2 dx = — f (u — \\\fu du 
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Si la curva 7 se describe en forma parametrica se puede proceder como 
en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 2 

Calcular el valor de la integral de linea 

y/Y ds 

J7 

donde 7 es la curva parametrica 

x = t — sen t, y=l — cos t, 0 < t < 27T. 

SOLUCION: Se reescribe la ecuacibn (4) en la forma 

v 2 / j_. \ 2 / . \ 2 


ds 

dt 


dx \ 2 

m) + 


dy 

dt 


y se cambian todas las variables en la integral de linea a funciones de t 
para obtener 

I y/y ds = I \/l — cos t y/(l — cos t) 2 + sen 2 1 dt. 

J 7 Jo 

A1 simplificar el segundo radical, se tiene 

■v/l — 2 cos t + cos 2 ^ + sen 2 1 =\/2 — 2 cos t. 

Por tanto, al multiplicar los dos radicales, se obtiene 

i' 2 JT 


I \/yds-\/2' (1 — cost) 

J 7 Jo 


dt 


-y/Z(t — sen t) 


2n 


= 2\/ 7 Z'IT. 


El valor de la integral de linea / 7 f[x, y) ds para una curva 7 spp es in- 
dependiente de la parametrizacion de la curva 7. Cualquier cambio de para- 
metros en una curva suave esta determinado por una funcion creciente t = 
t{ T) con derivada continua que mapea al intervalo A<T<Bena<t<b. 
Si se cambian variables y se utiliza la regia de la cadena, se tiene 

f(x, y) ds = | b f(x(t), y(t)) s'(t) dt 
J 7 J a 

1 ^ ds dt 

= \ B a f{x{T),y{T))s'{T)dT. 
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Ejemplo 3 

Encuentrese el valor de la integral de linea 

J x 3 ds 

donde 7 es la mitad derecha del circulo unitario. 


SOLUCION: Para demostrar el hecho de que las integrates de linea son 
independientes de la parametrizacion, se usaran dos parametrizaciones 
diferentes de la mitad derecha del circulo unitario. Es importante que 
ambas parametrizaciones tengan la misma orientation a lo largo de 7 . 

(i) Sea y = t y x = y/l — t 2 con — 1 < t < 1. Entonces 
dx _ —t dy _ ds _ 1 

dt _ t 2 dt dt _ j-2 


por lo cual 



(ii) Sean x = cos t, y — sen t con — tt/2 < t < tt/2. Entonces 


CIS J /y y 

— = vsen t + cos t = 1 , 
dt 


asi que 



r tt/2 

J —tt/2 


cos 3 £ dt = 


sent 


sen 3 1' 


it 1 2 
— tt/2 


4 

3 ’ 


Hay otros dos tipos de integrates de linea de la funcion fix, y ) a lo largo 
de 7 que pueden definirse. Si se reemplaza A Sk por Axk o Ay k en la ecuacion 
(3), se obtienen las integrates de linea de/ a lo largo de 7 con respecto a x o 

y- 

| f(x, y) dx = lim 2 f(x k ,y k ) Ax k , 

.'7 max Ax^O k 

) f{x, y)dy= lim 2 f(x k , y k ) Ay k . 

. 7 max Ayk-*0 k 





272 APENDICE 3 • INTEGRALES DE LINEA Y TEOREMA DE GREEN 



X 


FlGURA A.3. Proyecciones 

Estas integrates de linea pueden verse como proyecciones de la integral de line a 
(3) sobre el piano xz o el piano yz, respectivamente (vease Figura A.3). 

La evaluacion de estas integrates es similar a lo que se hizo anteriormente. 



En las aplicaciones, a menudo aparecen integrates de linea en la combi¬ 
nation 


I p{x, y) dy + q(x, y) dx = \ p(x, y) dy + q(x, y) dx, (5) 
Jy Jy Jy 
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donde p y q son funciones continuas en una region D que contiene a la curva 7 . 
Cuando 7 es una curva cerrada simple y las funciones p y q tienen derivadas 
parciales continuas en D, existe una importante relacion entre la integral de 
linea alrededor de 7 y la doble integral sobre la region G interior de 7 . 


Teorema de green 

Sea G la region interior de una curva 7 spp cerrada simple. Si p(x, y), 
q{x, y), dp/dx, y dq/dy son continuas en todos los puntos de GGEy, en- 


tonces 


Jy 


p dy 4 q dx = 


1 Jg 


dp 

dx 


dq 

dy 


dxdy, 


dado que la integral de linea se toma en sentido positivo (contrario al de 
las manecillas del reloj) alrededor de 7 . i 


PRUEBA: Supongase inicialmente que 7 tiene la propiedad de que cualquier 
recta paralela a algun eje coordenado intersecta a 7 en, a lo mas, dos puntos. 
Se dibujan las rectas horizontales y verticales que circunscriben a 7 (vease Fi- 
gura A.4). Entonces los arcos ABC y CI)A a lo largo de 7 pueden definirse por 
medio de funciones de x, univaluadas, en el intervalo a <6. 

Se denotan estas funciones por y = f i(x) y y = f 2 (x), respectivamente. Obser- 
vese que la integral de linea 


Y 



FlGURA A.4. 







Figura A.5 
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Esto establece el teorema de Green para las curvas especiales que se han consi- 
derado. El teorema de Green puede extenderse a las curvas que no satisfacen 
esta propiedad especial dividiendo la region G en subregiones Gj, cuyas fronte- 
ras 7 ,• si tengan esta propiedad (vease Figura A.5). Aunque esta afirmacion es 
intuitivamente clara en los ejemplos como el de la Figura A.5, requiere una 
prueba dificil que sale de los objetivos de este libro. Si se aplica el teorema de 
Green a cada una de las subregiones Gj, y se suman, se nota que la integral de li- 
nea a lo largo de los subarcos de 7 i no son subarcos de 7 se cancelan por pares, 
ya que cada subarco se recorre dos veces en sentidos opuestos. Por tanto, se 
tiene rj / dp ~ ^ 

■'G \ dy „ 


dxdy = 2 
i 


jr - jr) dxdy 

ox dy) 


= 2 
i 


pdy +qdx 


Ti 


pdy + qdx. 


Ejemplo 5 

Evaluese la integral de linea 

(x — 2y) dx + x dy, 

J 7 

donde 7 es el circulo unitario. Utilice el teorema de Green. 

SOLUCION: Aqui p(x, y) = x y q(x, y) = x — 2 y, asx que 3p/9x = 1, 
dq/dy = — 2 y el teorema de Green conduce a 

f (x — 2y) dx + x dy =ff [1 — (—2)] dxdy - 37 t, 

Jy +y 3 <1 

porque el circulo unitario tiene area igual a ir. 


Ejercicios 

En los Ejercicios 1-8, evalue la integral de linea dada a lo largo de la curva que 
se indica. 

1 . fy x ds, donde 7 es la recta y = x, 0 < x < 2 . 

2 . fy x ds, donde 7 es la curva y = x 2 , 0 <x<l. 

3. fy y ds, donde 7 es la curva x 2 = y 3 ,0<y<l. 

4 . fy x 2 y 2 ds, donde 7 es el circulo unitario. 

5 . fy (x 2 — y 2 ) dx — 2xydy, donde 7 es la curva y = x 2 , — 1 <x < 1 . 
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6. La integral de linea de 5, donde y es el circulo unitario. 

7. f y xy dx + x 2 dy, para y definida por x = 3f — 1, y = 3 1 2 
t<2. 

y^ 

8. f y --- dx + 2 y tan -1 x dy, donde y es la curva cerrada 


2 1 , 1 < 


1 + x 2 


X 2 / 3 + y 2/3 = L 


9. Use el teorema de Green para evaluar el Ejercicio 6. 

10. Use el teorema de Green para evaluar el Ejercicio 8. 

11. Muestre que el area delimitada por la curva y spp cerrada simple esta dada 
por 

I 1 

xdy — ydx. 


1 

2 


12. Use el teorema de Green para evaluar la integral de linea 

2xy dx + ( x 2 + y 2 ) dy 


J'V 


donde y es cualquier curva spp cerrada simple. 

13. Muestre que 


| pdy + qdx = 0 

para cualquier curva y spp cerrada simple si p, q, dp/dx = dq/dy son 
continuas sobre y y en su interior. 

14. Sean (3c, y) las coordenadas del centroide de una region G delimitada por 
una curva y spp cerrada simple. Pruebe que 



donde A es el area de G. 

15. Muestre, utilizando la notacion del Ejercicio 14, que Ay = f y xy dy. 
(iPuede expresarse / 7 xy dx en terminos de 3c? 

16. Con la notacion del Ejercicio 14, pruebe que 







dn 


donde dF /dn es la derivada direccional de F en la direccion de la normal 
exterior a y. 

17. Pruebe que 

Cf a / 

•I j G \ dy dy 


dx 


dxdy = / dg. 
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Respuestas a 

PROBLEMAS 

IMPARES 


Capitulo 1 

SECCION 1.1 

1. 2+»‘;-2 + *;2«';t* 

3. 1 + 2i; 1; —1 + i; 1 — i 
5. 2;2i;2;i 

7. 7 + 1; 3 — i; 10 + 5 i; 2-i 
9.7- 1; -1 - 31; 14 - 51; {4 - IT* 
11.5 + 41; 3 + 61 "; 9 + 1; —^ ^ 1 
13. —21 
15. -3 - 41 

17 _ 2 _ , 19 . 

17- 10 + 10 f 

19. -10 
21. iz = ix — y 

23. Si z 2 ^ 0, entonces z 2 z 2 = (longitud 
de z 2 ) 2 =£0, pero z l z 2 z 2 = 0, asl 
que dividiendo ambos Iados por (lon¬ 
gitud de z 2 ) 2 se obtiene z i = 0. 

25. Im Zj = — Im z 2 asi que Im ZyZ 2 = 
Im z 2 . (Re — Re z 2 ) = 0. 

Si Re z j = Re z 2 , entonces Re z i z 2 
> 0. Por tanto Im z 2 = 0. 

27. (X! - x 2 ) - i(y l _ y 2 ) = 

(*l - iy \) - ( x 2 - iy 2 ) 


. x 2 + iy 2 
x 2 + iy 2 

x 1 x 2 + y t y 2 + . x 2 y 1 —x 1 y 2 
x 2 2 +y2 2 _ 1 x 2 * +y 2 l 

31. (A +B) 3 =A 3 +B 3 +3AB(A +B) = 
—b + 3ABw 



u> 3 + aw + b = (iv — A — B) - 
{'w 2 + (A +B)w +a + (A + B) 2 ) = 0 
con (A + B) 2 -4 [a + (A + B) 2 ] = 
-3 (A-B) 2 

33. Use las leyes de conmutatividad, aso- 
ciatividad y distributividad de los nu- 
meros reales para verificar que la 
suma y la multiplicacion complejas 
tambien satisfacen estas propieda- 
des. Las leyes de la identidad y del 
inverso se mostraron en el texto. 

35. Suponga que Zj y z 2 son, ambos, 
inversos multiplicativos de z. Enton¬ 
ces z 1 z = 1 = zz 2 y z ! = z \ (zz 2 ) = 
{ZiZ)z 2 =z 2 . 


29. 


x i ± iy i 
x 2 ± iy 2 
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SECCION 1.2 


1.1; - + 2nk; 

2 


s ) 

3. \/2\ ^ + 2’nk\\[2 cos + 2nkj 


+ 2nk ) + i sen! — + 2nk 
\2 


+ i senl — + 2uk 

\4 

5. 5, tan -1 (4) + 2nk ** 0.6435 + 
27TAe; 5 [cos(tan“ 1 (4) + 27rA) + 
!sen(tan _1 ( 4 ) + 2nk)] 

7. y/53; tan -1 (j) + 2irk « 1.2925 + 
27Tfe; V^3[cos(tan _1 (-j) + 27T&) + 

i sen (tan -1 (4) + 27tX)] 

9. V29; tan -1 (|) + 2nk « 0.3805 + 
2trfe;\/29 [cos(tan —1 (-§) + 27T&) + 
«sen (tan -1 (4) + 2 ttX)] 

11. 256(—1 + i ) 

13. —2 18 

15. 2 12 '(-\/3 + 0 

17. ^2 (cos | 

^2 


+ i sen — 

8 8 


9?r 9 tt\ 

cos — + i sen — 

8 8 / 


19. \f2 (cos — + i sen — ); 

1 12 12 / 


7?r 




V2 


197T 197t\ 

cos -- + i sen- I 

12 12 / 


21. $2 (cos — + i sen — ]; 
1 9 9 


\ 


23. 


1 + i 

7T 


7 7T 7 7T 

cos -— + i sen — 

9 9 


13tt\ 

cos — + * sen — J 


1 37T 

IT 

-1 + i 


-1 — i . 1 — i 


\/2 \J2 \J2 


( Z 1 + Z 3 ) (zj - z 3 ) + (z 1 + z 3 ) 
(•Zi - z 3 )= iz, I 2 - lz 3 I 2 - 
Z l Z 3 + Z 3 Zi + I Zi I 2 - I z 3 I 2 + 
-Z3Z1 - Z t z 3 = 0 

31. I z 1 I — I z 2 I = l(z, - z 2 ) + z 2 I - 
lz 2 l^ L Z X — z 2 I + I z 2 I — lz 2 l = 
I zx — z 2 I. Similarmente I z 2 I — 

I z x I < Izx — z 2 I 

33. Izj ± z 2 I 2 = (zx ±z 2 )(z, ±z 2 ) = 

I z X I 2 + I Z 2 I 2 ± (z;Z 2 + Z 2 Z j ) = 

Izx I 2 + lz 2 I 2 ± 2Re zjz 2 


35. Iz - fl l 2 = I z I 2 + I a I 2 — 2Re za; 
11 — az I 2 = 1 + la I 2 Iz I 2 — 2Reza, 
y 0 < (1 - Iz l 2 )(l - I a I 2 ) 
= 1 _ | z I 2 - U 2 + U 2 Izl 2 


37. P(z 0 ) = P(z 0 ) = 0 = 0 

39. I z \ n (cos nd + i sen nd) = z n = 1 = 
cos 2?lX + i sen 2uk as! que 
Iz 1= 1 y 9 = 2nk/n. Pero 


2tr(k + n) 2irk 


+ 2it asl que 


z k+n z k- 


41. 1 + z + . . . + z" -1 



para cualquier ralz n-esima de la uni- 
dad Zk ya que zft” = 1. Como las n 
primeras ralces n-esimas de la unidad 
son todas diferentes (ver Ejercicio 39) 
y el polinomio 1 — z n tiene exacta- 
mente n ralces, una de las cuales es 
1, 1 + z + . . . + z n—1 debe te- 
ner a cada una de las otras ralces 
n-esimas de la unidad como ralz. 

43. 0 < 2ft (I aft 1 2 — 21 aftZft I X + 


|zft| 2 X 2 ) = 2ft |aft| 2 


Zk\ak z k\ 

Sftlzftl 2 


+ ( 2 ft 1 Zft| 2 ) fx -.. ?* - 1 "*** 1 ) 2 

1 ’ v S^l^l 2 1 

y haga X = 2ft | aftZft I / 2ft | z k | 2 


25. Iz - iI + Iz - ll= 2; 

3x 2 + 2xy + 3y 2 — 4x + 4y = 0 
27. 11 z — a I — Iz — i> II = c 
29. I z t - z 2 I 2 - I z 2 - z 3 l 2 = 

[ I Zx I 2 + I z 2 I 2 - ZxZ 2 - Z 2 z x ] 
[ I Z 2 I 2 + IZ 3 I 2 - Z 2 Z 3 - Z3Z2 ] 
= z 2 (zx - z 3 ) - z 2 (z, - z 3 ) = 


45. |(1 - z) R(z) 1 > a 0 - [(a 0 - ai) 

| z| + (ax' - a 2 ) I z| 2 + . . . + 
(a„_x - a„) I z| n + a n \ z| n-1 ] 
con igualdad si y solo si z > 0 (vease 
ejercicio 36). R(l) ¥= 0 y |(1 — z) . 
A(z) | >0 para los puntos restantes 
en 1 z | ^ 1. 
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SECCION 7.3 

1 . abierto; acotado; simplemente cone- 
xo 

3. abierto; no acotado; no conexo 

5. cerrado; no acotado; simplemente 
conexo 

7. cerradc; no acotado; conexo, pero no 
simplemente conexo 

9. abierto; acotado; conexo, pero no 
simplemente conexo 

11. drculo I z + 3 I = 2; rectas Im z = ± 
1; parabola Izl = Re z + 2; 
elipse I z + 11 + \ z + i 1 = 2 ; 
elipses I z — 11 + lz + ll=3ylz — 
ll + \z + ll = 2\f2 

13. Sean Sj, . . S n conjuntos cerra- 
dos, entonces C — Sfc es abierto. 
Pero 6 - Sfc) = Q - C k Sk es 
abierto. 

15. Si z e U aSa con cada S a abierto, 
entonces z es un punto interior de al- 
gun S a . Por ende, una 6 - vecindad 
de z esta contenida en S a y, por tan- 
to, en C a S a . 

17. Suponga que la cerradura S es no cone- 
xa. Entonces, existen conjuntos abiertos 
Gy H tales que 77 C G U H, G Pi H 
es vada, y G C\ S y H H S son no va- 
cias. Como S es conexo, esta contenido 
en alguno de los conjuntos, digamos 
G. Entonces S esta contenido en el 
conjunto cerrado 6 — H, asi que 
S n H es vacia, una contradiccion. 
una contradiccion: 

19. z = 0 

21. z = °°. No. 


I z 2 + z-2l = l(z-l ) 2 + 3(z — 1)1 
< 6 (6 + 3). Sea 5 < 1 yelija 
6 = 45. 

11. I Re z — Re a I = I Re (z - a) I ^ 

I z — a I < 5 = e asi que lim Re z = 

Re a z-*a 

13. Iz — al = Iz - u I < 6 = e as!que 

lim z =a. 
z-^a 

15. lim Re /(z) = Re(lim f(z)) = 
z-*a z->-c 

Ref (a) 

17. Il/(z)l-l/(a)ll<l/(z)-/(u)t<e 

z 3 - 1 z 2 + z + 1 

19. lim - 5 —— = lim -= 

z-±l z 2 - 1 z-±l z + 1 

si z = 1 ; indefinido, si z = —1 
21 . f(z) = z para z # 0 asi que es con- 
tinua en 6 — { 0 } por el ejercicio 

13. Como lim z = 0 defina/jO) = 0 
z-> 0 

para hacerla condnua en C. 

2 2 

x — y 

23. /(z) = - es continua en 

x 1 + y 2 

6 — {0 } por ser el cociente de 
funciones continuas con denomina- 
dor no nulo. lim f(z) no existe por- 
z ->0 , 

que obtenemos 1 si nos acercamos 
sobre el eje real y — 1 sobre el eje 
imaginario. Por tanto la funcion 
puede hacerse continua en z = 0 . 

25. czw + dw = az + b asi que 

z = ^^ w z ^ — d/c y 

cw — a 
w =A a/c. 

El punto —d/c se mapea en 00 y 00 
se mapea en a/c. 


SECCION 7.4 

1 . I 2 z — 2 l = 21 z — 1 | < 26 asi que 
haga e = 26 

3. Iz + i I<5 asi que haga e = 6 
5. I(2z - 3) - (-1 + 2i) I = 
l 2 z - 2 - 2i \ = 2 Iz - (1 + i)l 
<25 = e 

z 2 — 4 Iz 2 — 4z + 41 

7- - FT- - 4 = -i-7 = 

z - 2 Iz - 2 I 

I z — 21 < 5 = e 

z 3 - 1 I _ Iz 3 - 3z + 21 
Iz — 11 


27. I P{z) I > I a 0 I — [ I ai I + . . . + 
I a n I] > 0 en I z I < 1 

SECCION 7.5 

1. — ify = e x (cos y + i sen y) = f x 
3. —ify = cos x coshy — i senx senhy 
= fx 

5. 54z 2 - | + 4 


9 . 


z - 1 
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g \f( z + h ) ± g( Z +h)} - I f(z) ±g(z)] _ 

h 

f(z + h) -f(z) ± g(z +h) -g(z) 

h h 

11 - (P / Q)' = (QP' - PQ') I Q 2 

13. f x = lpero -ify = 0 

!5. fx = T—r y -ify = ~ ’ para 

' bi 1,1 

z 0, y am -- no existe, ya 

z-*0 z 

que tiende a 1 cuando z -> 0 sobre el 
eje real positivo y a — 1 sobre el eje 
real negativo. 

17. f x = 2x pero — ify = 0, as! que 
tiene derivadas solamente sobre el eje 
imaginario porque 


f , r . Y f( z+ iy)-f(iy) 

f (iy) = lim —- = 

z -*0 z 

, (Rez) 2 „ iRezI 2 

lim --— = 0 ,yaque—-—-— 

z-+ 0 z \z\ 


lzl<5 = e. 


19- fx ~ y pero -if y = 2 y - ix, as! 


que s61o puede tener derivada en z = 
0 , en donde 


f'(0) = l!m 


z Im z 


= 0. 


z -<-0 z 

21. Use la regia de la cadena del ejercido 


20 

23. rv r = r(v x x r +v y y r ) = xv x + yv y = 
—xuy + yu x = —ug, yaque xq = 
—y y ye = X. Similarmente para la 
otra identidad. 


7. -ify 


(y 2 — x 2 ) + 2ixy 


2\2 


x 2 + y 2 


(x 2 +y 2 ) 
cosh 


2 xy + i (y 2 - x 2 ) 


2 \2 


senh 


(* + V ) 

y 


x 2 + y 2 


x 2 + y 2 


2 , 2 
x + y 


: f x se cumple 


para z ¥= 0 , lo cual implica condi- 
ciones suficientes para analiticidad 
en z # 0 . 

m _ 


z ' 2 


tiene valor 1 sobre 


el eje real y -1 sobre el eje imagina- 
rio, entonces no tiene derivada en 

— 3xy 2 


2 , 2 
x + y 


z = 0. Pero u = 

y 3 — 3x 2 y 

v = -s-s—-s 

x 2 + y 2 

= v y ,Uy = 0 = — v x en z = 0. 

11. Im(/' + /)=0y / + / esanalltica, 
as! que el teorema de la derivada nu- 
la implica que / + / = 2 Re/es cons- 
tante y, por tanto,/es constante. 

13. Las ecuadones de Cauchy- Riemann 
conducen al sistema 
2 UU X + Uy = 0 
U X — 2 UUy =0 

Si 1 + 4u 2 ^ 0,entonces u x = u y = 
0 . 

15. Im / = 0, as! que aplique el teorema 
de la derivada nula. 


SECCI6N 1.6 

1. Ver la solucion del ejercicio 1 de la 
Seccidn 1.4, y aplique el teorema 
sobre condiciones suficientes para 
analiticidad. 

3. Ver la solucion del ejercicio 3 de la 
Seccion 1.4, y aplique el teorema 
sobre condiciones ^suficientes para 
analiticidad. 

5. — ify = 2[x cos(x 2 — _y 2 ) cosh 2xy + 
y sen(x 2 — y 2 ) senh 2 xy] + 
2 i[y cos(x 2 — y 2 ) cosh 2 xy — 
x sen(x 2 — y 2 ) senh 2 xy] = f x 
y aplique el teorema sobre condidones 
suficientes para analiticidad. 


17. Si f = f x = x, entonces/= — + 

g(y), pero f = -if y = -ig noes 
unafuncionde x. 


SECCION 1.7 
1. -1 
e - 1 

3-— (1+0 

y/2 

5. —i 
7. -i 

9. 2nk - i log 2, k = 0, ±1, ±2, . . . 



RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES 


283 


ll. ±l,±» 

13. —2 14 (1 +i) 

15. —2 18 
17. 2 1S « 

19. —2 13 (1 +V3i) 

21. Use la identidad de la solution del 
ejercicio 41 de la seccion 1.2 para ob- 
tener 

(n + l)x nx x 

S en - cos — / sen — • 

2 2 2 

(n + l)x nx x 

23. sen--- sen — / sen - 

25. Use el ejercicio 21 de la seccion 1.5. 
27. je~ K < I w I < — 

| Re ui < o} njmu; = o} 

29. f(z) = e 2 ™ 


SECCION 18 
1. * (e — e— 1 

(e + e~ l ) (e - e _1 ) 

3. -cos 1 + i - sen 1 


(e +e ) (e - e 1 ) 

5 . - cos 1 — i - sen 1 

2 2 

7. (e- 1 -e)/2 

9. e 2iz = i, asl que z = — + nk, k = 0, 
± 1 ,± 2 ,... 

11 . e z = 2 ±\/F, asi que z = log I 2 ±\ZjTl + 
2nki, k - 0, ±1, ± 2 ,. . . 

13. No, porque e z 0. 

15. e U + = e~ iz + ti' z 

e*' z i + e —,z i + e ~*' z » 

17. - -- + 


2 i 


2 i 


e lz i e + e ,z i e lz 2 


„2lZ —21Z 

e — e 

2 1 

(e iz + e~ iz ) 


y z - 


2 i 

e 2iz + r 2 « 


/V z +<r !Z \ 2 f e iz -e~ lz \ 2 

<hr~) '(SH 


La ultima identidad se sigue de la de¬ 
finition de tan 22 . 

21. Use las identidades cos z = cos x cosh y 
— i sen x senh y, cosh 2 y — senh 2 y 
= 1. 

23. (e z + e~ z ) 2 - (e z - e~ z ) 2 = 4, 
las dos ultimas se siguen de la defini- 
cion. 

25. (e 2 ! + e~ z >) (e z * + e~ z i) + 

( 1 e z » — e“' z i)(e z 2 — e —z 2) = 

2(e z 1 + e ~ z i e~ z *) 

27. Use los ejercicios 20, 21 y 26. 

29. Use la £ 6 rmula del cociente para de- 
rivadas y el ejercicio 28. 

31. Use el ejercicio 26 y la localization 
de los ceros de sen z y cos z. 

33. Stune las definiciones de cos z y de 


"v. n j sc mapc 

rior de la elipse 


u‘ v z 

- 7J~ + ~ ,2 = 1 , for y > 0 , 

cosh y senh y 


El segmento de recta x + it, t > 0 
se mapea en la mitad superior de la 
hiperbola 


2 2 
sen x cos x 


que este en el mismo cuadrante que 
el segmento de recta. 

37. Use el mismo procedimiento que en 
los ejercicios 34-36 para mostrar que 
la franja 0 < jc < tr, y> 0 se ma¬ 
pea en el semipiano inferior. Enton- 
ces considere la action sobre la otra 
mitad de esta franja. 


SECCION 1.9 

1 . t arg i = i + 2'nk^j ,k = 0, ± 1 , 

± 2 ,... 

3. i arg(—1) = i( 7T + 2ltk), k = 0, ±1, 

± 2 ,.. . 

5. e -argi = e —itl2+2nk, k = 0> ±1> 
± 2 ,... 



19 . 
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9. e- n l 2 

11. Para a real, no negativo, con/(0) = 
1 si a = 0, yj{0) — 0 en otro caso. 
Entera para a = 0, a 3* 1. 

13. log Iz x I + i arg z x + log lz 2 I + 
*'argz 2 = log lz x z 2 l + iarg(z x z 2 ) 
15. a log-z + b logz = (a + b)logz 

17. Log(—1 - £) = log - — . 

4 


Log i = 


Hi 

J 


pero Log 



Log(—1 + i) = log\/2" + 

4 

19. log z a = log(e al ° sz ) = a logz ya 
que la exponencial y el logaritmo son 
funciones inversas. 

21. Sea z = cos w = (e lw + e~* w )/2, 
entonces e 2 ‘ w . — 2ze' w + 1=0 
tiene ralces e ,w - z + (z 2 — l) 1 / 2 
donde la ralz cuadrada mapea 

[ e - {o}] 2 en e-{o}. 

23. Sea z = cot w = i(e iw + e~ tw )/ 
(e‘ w — e ‘ w ), entonces 

e 2iw _ z + *, 
z — i 

25. Si z = cosh w = j(e w +e~ w ), en¬ 
tonces e w = z + (z 2 — l) 1 ^ 2 donde 
la ralz cuadrada es bivaluada. 


27. Si z = sen to, entonces 1 = cos w 


(1 — sen 2 tc) 


1/2 


dw 

dz 


dw 

~dz 


an c ■ , 2 dlU 

zy. Si z = tan tv; entonces 1 = sec w — = 

, dz 

(1 + tan 2 w )-. 

dz 

31. Seaz = cosh w, entonces 1 = 

dw dw 

senh w — = (cosh w — 1) ' — 
dz dz 


33. z fe / 2 mapea a [ 6 — {o}] 2 en 
[ C — {o|]k, para k — 1, 3 as! que 
los espacios del contradominio son 
diferentes para z 1 ^ 2 y z 3 / 2 . Por tan- 
to(-l) 1/f2 =£(-l) 3 / 2 . 


SECCION no 


1 . E R = r A Re e* wt K 

E r = r s 2 A Re ®), 

=r 3 s 2 A Ree‘> f - 2 “), . 
£* n = r 2 "- 1 s 2 4 Re e i ( wt ~ na l 


• as! que E reflejada = 1 


Ep. + 


s 2 A 


Re < e 


iwt 


2 (r 2 e~ m ) n 

71 = 0 



e r. 


i 

— transmitida 
r 


^2 — — ^ A cos wt + 

(1 — r 2 ) A cos (wt - (3) 

r \/l + r 4 — 2 r 2 cos Ct 
Entonces escriba cos (wt — (3) = cos 
wt cos (3 + sen wt sen j3 y pongalo 
en la forma A* cos (wt — y) eli- 
giendo cot y = 


[(2r - 1) Vl + f 4 - 2r 2 cos a + 
(1 — f 2 ) cos /3] 

(1 — r 2 ) sen/3 



= f" (ct + x) = 


1 d 2 E 

7 T 2 


Capitulo 2 


SECCION 2.1 


1. x = a cos t, y = b sen t 
3. Por ejemplo, 

r t, 0 < t < 1 


z(0 


2 - t + t(t - 1), 1 <2 

f(3 <3 

2 + e »r(t+2) 


5. z(t) = < —t, —1 <f < 1 
l_ 2 + e »>(f+l) > 
7. (1 — i')/2; (i — 1 )/2; 1 
9. iR 2 n;-R 2 H;2niR 2 
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11. Haga 2 = 0 < t < — , en- 

tonces 


y dz = i 


7 


n/2 


sen t e lt dt = 


—n i 

T "2 

13. /(z) = y no es la derivada de una 
funcion analicica. 

15. - e 

17. e l - e 

19. (cos a — cosh a)/a 


21 . 


2?r z '(t) dt 

23. 2 — m'; 2 + m 


2tt 


dt 


SEC Cl ON 2.2 

1. Haga z = para obtener — 

ParaO < arg z < 277 obtenemos — 2rr 


t dt- 0. 

.2 


3. 


3G 
— yl 


ydsc + fydy - 


5. 0 


- dscdy 


dsc + 


nlZ Jt 


e u dt — j I dy, 

JO Jo 

donde e “ - cos t + i sen t, y con- 
sidere la parte imaginaria de las dos 
ultimas integrates. 

7. Senz = senx coshy + z cosxsenhy, 
dondex = at, y y - bt, 0 < t ^ T 


9. 0 = 


dz 


7 1 + z * 


dx 

TV? 


dy 


! 0 (1 + a 2 - y ) + 2iay 

l' b dy 

0 (1 + a 1 — y 2 ) — 2iay 

'a dx 

—a (1 + x 1 — b 2 ) + 2ibx 
Multiplique numerador y denomina- 
dor de la Cdtima integral por el com- 
plejo conjugado y tome el limite 
cuando a -*■ °°. 


11. Use el rectangulo del Ejemplo 3 y la 
funcion f(z)=e* kz J(\+z ). 

13. Integre /(z) = e~ z * sobre la fronte- 
ra del rectangulo 0 x ^ a, 0 * 
y < b , y haga a -*• °°. 

15. Muestre que 


I Ri 


R 


' rr/8 

. 0 
f tr/8 


e {t dt I < 

g—R’ 1 cos2t dt 0> 


cuando R 00 . 


SECCION 2.3 
1. 0 

3. 2nil(b - a ) 

5. 27Tz cos 1 
7. 2 m sen 1 
9. —2 m sen 1 

11. —m sen 1 

13. Rompa la parametrizacion de 71 + 
72 en dos partes. 

15. Use la desigualdad del triangulo y la 
propiedad (iv). 

17. Use I 1 + V I = \/2(1 + cos t) 

19. Aplique la estimacion de Cauchy a/ 
con M = (1 — r)~ 1 y minimice el 
resultado para todo 0 < r < 1 . 

21. Sea z = e i6 , 0 < 6 < 2'/T e iguale 
los terminos imaginarios. 

23. La funcion es analltica en cada disco 
D, y la analiticidad es una propie¬ 
dad local. 


SECCION 2.4 

1. Muestre que/'-^es constante, 

3. Aplique el principio del maximo a la 
F\z) definida en el ejercicio 2. Enton- 
ces I F I <1 1 en I z I = 1. La igualdad 
hace que F sea constante. 

5. Sea f(z ) - z y sea G el disco unitario 
abierto. 

7. I/I* 0 en la frontera de G, y si/ no 
tiene ceros en G, los principios del 
maximo y el minimo implican que / 
es constante en G. 
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9. Por el teorema de Cauchy 


a 0 

J IzkR zP(z) 


dz = 2m. 


J IzkR zP(z) 

Cuando R °° tenemos 
P(z) 

lun - - 1 asi que para R grande, 

R-*°° a n z n 

1 P(z)l ^ I a n z n 1/2. Entonces 2ir = 

f a 0 dz 4 tt\ a 0 | 

- ^ -;—— que con- 

JIzkR zP(z ) \a n \R n 

duce a una contradiction cuando R -> °° 

SECCION 2.5 

1. Use el teorema de Cauchy para deri- 
vadas. 

3* eZt f( z ) dz < 

2 sup I f[z ) I 

r* 

JR cos d „ , Q . v. „ c 
e R d6 si a > 0. Sea 

Jo 

g(6) = cos 6 - (1 - 26 /it). En¬ 
tonces g(0) = g{Tr/2) = 0 y g" < 0. 

Use cos 6 > 1 — 26/tt para aco- 
tar la integral y muestre que la cota 
tiende a cero cuando R 
5. Suponga que la trayectoria poligonal 
7 — y en la prueba del teorema de 
la antiderivada evita los puntos z j, 

. . z n . Si un numero finito de los 
puntos excepcionales estan dentro de 
cualquier subrectangulo formado 
por las curvas y — y , aplique el 
ejercicio 4. Entonces aplique el teo¬ 
rema Fundamental. 


CapItulo 3 

SECCION 3.1 

i- 1 + h + (i + i) + (1 + i + 4 + i) 

+ . . . y cada grupo entre parentesis 
excede a l /2 ■ 


3. Sea f(z) - sen z. Entonces f^ n \o) = 

0, /( 4n+1 )(0) = 1, / (4 m+2) (0) = 0, 

/ (4n+3) (0) = _ 1> 

5. Si f(z)= senh z, entonces f^ n ^(0) = 
°’/ (4n+1) (0) = 1; / (4n+2) (0) = 0( 

/( 4n+3 )( 0) = 1. 

7. Use la serie geometrica del Ejemplo 
2. 

9. — - -= —l. r i + 

1 — i — (z — i) 1 — i 
z - i ( z - A 2 1 , 

un + (ttt) " 

<\pi 

11. 2 (-1)” if-~ - /2)2n , |zl<oo 

n=0 (2 n) ! 


i3. — — l ML 

2 n~ 1 n 


(z — i) n , \z — i I 


o° {~ c\3m\Yi 

15. log I 21 + 3ni — S -——_L, 

n= 1 2 n n 

\z - 2e 3m ! < 2 
17. 10 
19. 6 
21. No 

23. f(z) = (2-zr 1 
25. /(z) = 0 y g(z) = sen z son ambas 
enteras. 

27. Desarrolle l +z ) en una ser j e 

de Maclaurin. 


SECCION 3.2 


1. 

0 

3. 

1 

5. 

1/3 

7. 

R 

9. 

R k 

11. 

R 


13. [(1 -z)-M n = 

DO 

2 (m + 1) (m + 2)z n , /J = 1 
n=0 

15. Integre la serie de Maclaurin de 
sen z/z para obtener 
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(—l) n z 2n+1 


R = 00 


n=0 (2n + 1)!(2 m + 1 ) 

17. f(z) = a 0 cosz + a t senz 

19. a 0 £ (—1 ) n z 2n /2 2n (n !) 2 

n=0 

21. Use las series de Taylor d ej{z) y g(z) 
centradas en z 0 para obtener/(z)/g(z) 


/'(zo)(z - -Zp) +f"{z 0 )(z - z 0 ) 2 /2 + . . . 
^'(z 0 )(z: -z 0 ) +/'(z 0 )(z -z 0 ) 2 /2 + . . . ’ 


Entonces divida numerador y deno- 
minador por z — z 0 y tome el llmite 
cuando z -* z 0 . 

23. y/3 (1 — z)/2 (1 -z 3 ) 

25. La serie de potencias para e zt es-en- 
tera, as! que aplique el teorema de 
Weiers trass. 

27. Derive dentro del signo de integra¬ 
tion ya que la serie converge unifor- 
memente. 

29. —— — = 2 z™ t n g(t) converge 

1 — zt n =0 

uniformemente en 0 < t < 1 para 
I z I < 1. Aplique el teorema de 
Weierstrass y derive termino a termi- 
no para obtener 



tg{t) 

(1-zf) 2 


dt. 


SECCION 3.3 


i lz - i) n 


9 . i/L +1 £ n ~ z ' n 

z - 1 9 n =0 


11 . - 2 

3 n =l 


13 


1 


, ~ n 
+ z 


oM—1 


+ 2 


2 + 2 n=l (z + 2) n+1 

oo 

15. 2 c n z n , donde c n = c_„ y 


c n = 2 [&!(« + &)!] 1 

k=0 


17. 2 Cjn+l (z 2n+ * +z 2n 1 ), donde 


n=0 


c 2n+l - 2 


(- 1 ) 


n+A 


*=0 k ! (2n + 1 + k) ! 


19. 2 (1 -z) n 

\n=0 


(2M+1 ) 


£ (-!)”(*-l) 

n=0 (2n + 1) ! 


2 (—l) n 1 c n (z — l) n donde 

=-OO 

\k 


c„ = 2 


(-ir 


(2k + 1) ! 


1. 


1 

z 


l+z-z 2 +z 3 -...= 


2 (-l)"z w 

n=0 

3.-2 (1 - z)-> +1) - 

n=0 

1 1 (—)" 

2 n=0 V 2 / 


5. 2 z- 2 "- 1 

n=l 




-2 

+ 2 (1 -*) B 


g = 0, para n > — 1, q = [ ln/21 ] , 


para 

n <- 

-2, en 

donde [m] es 

entero mas 

grande 

m. 

oo 

2 

c ni z - 

- ir n , 

donde 

n-0 



(- 

!)[»/2] 


c n ~ 

(2 [n/2] + 1) 

! 


1 

r ■ « 

A/ 2 (f—l/f) 

a n 

2 m , 

1 If N1 

r +1 

1 


(z sen 0 


2 77" „ 

—7T 




y la parte imaginaria de esta integral 
es cero. 
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1 \ m m / m 

25. ( z + - = 2 

2 / n= 0 


m— In 

n< z y 


2m J 


(.z + z- l ) m dz _ 


12 1=1 


_ re +1 


-sm —1 


vr J-7T 
~,m~l f 


e m ° cos m ( 9) d8. Por tanto 


7T J -7T 


cos (m—2n)6 cos m 9 dd - 


SECCtON 3.4 


7. 



2 / T \2 _4 

7T (z — 1) 7T 


8 2! 8 2 

No. 


4! 


+ . . . 


9. Sea f = e 2 lr, P/4 para cualesquiera 
enteros positivos p y q, y observe que 
/(tf) -*■ 00 cuando f ->■ 1 . 


11 . £ (-l) n (n + 2 )! (z - l) w > 

n =0 re! 



1 . z = 0 , 00 son removibles, z = ±f 
son polos simples. 

3. z = 0 es una singularidad esencial, 
z = °° es un polo simple. 

5. z = 0 es una singularidad esencial, 
z = o° es removible. 

7. (z + 1 )e l l*- l >Hz 4 + z 3 ) es un 
ejemplo. 


9. C(z) = 
11. L(z) = 


oo 

s 

n -1 

oo 

2 

n=l 


(- 1 )" z 2n 
2re (2re)! 
(-l ) n+1 z" 


13. Sea k el orden del polo en °° (k = 0 
si oo es una singularidad removible), 
y aglique el teorema de Liouville a 
z /(z). Singularidades esen- 
ciales. 

15. z = 00 no es una singularidad esen¬ 
cial, ni puede ser polo de orden k 
1 , ya que entonces f(z) = z k fy 
(z), con fk analitica en Utl, / no se 
omite el cero. 


SECClON 3.5 

1. Considere —Log(l — z). R = 1/2 
3. Use —log(l — z). 

5. z 1 / 2 = 1 + 4(z - 1 ) - 

£ (-l) n (2re -3)! (z - l) n 

„=2 2 2(n_l) (re - 2 )! re ! 

\z - 11< 1 . No. 


13. Defina F(z) = J f(z ) en G + \Jy. 

1/(5) en G-. 


Entonces F(z)es continua en G = G 
+ U 7 UG—. En G— tenemos F(z) = 
u (z) — iv (z) en donde / = u + id. 
Entonces —iF y = D y (z) + iu y (z) = 
(5) — iv x (z) = as! que F es 
analitica en G-. Para cualquier z 0 
dentro de y considere I z - z 0 | 
< p interior a G. Divida los clrculos 
en dos semiclrculos y muestre por 
continuidad que 


F(z) 


dz = 0 . 


Iz-z 0 I =p z - z 0 
15. Si I zl = 1 entonces 


00 re 

2 ~~ 2 ~ 
n = l n 




< 1 + 2 


n=l re' 1 n = 2 re(re — 1) 

1 +( t - t ) + ( t --!) + •-. = 2 

as! que siempre converge. Sin em¬ 
bargo, derivando termino a termino 
se tiene 

°° z" _1 1 

n-1 - = ~T L °S ( X - 2 ) 

re-1 re 2 


que diverge en z = 1 . 


Capitulo 4 

SECCION 4.1 

1. Res;/(z) = — , Res_ z '/(z) = —- 

2 2 
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3. Res 0 f(z) = 1 

5. Res 0 f(z) = — 

2 

7. Res 0 f{z) = —- 

2 

9. ResA„j/(z) = (-1) A km 
11. Res knf(z) = 1 
13. —2m 

15. 0. (Use el teorema del interior y el exterior.) 
17. —2m [Res_j-/(z), = m n 
19. 0, ya que Res 0 f(z) = 0. 

21 . m 

23. 2m [Res-x /2 tan z + Res _ n /2 tanz] 

= — 4m 

25. Quite todos los factores comunes de 
P y Q. Entonces 


, z ~ r T \ Q\) ( z - r ) 


(* - r) a Qr 

1 


\a+i 


aP\ ,p\' 

— asi que Res r — = 

qJ \qJ 


lim 

z-+r 



y, por induction 


= lim 
z->r 


(k - a) 




SECCION 4.2 


l i [ 2 * de 
4 Jo a + sen 2 6 


z dz 


1 j lzl=l (z 2 - l) 2 — 4az 2 
y l\4z~ — sja + 11 < 1 


3. —4 i 


Iz 1= 1 


z dz 


(a 2 — 5 2 ) z 4 + 2(a 2 + b 2 ) z 2 + (a 2 — b 2 ) 
—4 i 


2 l2 

a — b 


lzl=l 
z dz 


Z 2 + ^Vz 2 + ^1 


5. i 


a-b J \ a + b 
y I a — b\Ka + b 

dz 


Iz 1=1 ( az — l)(z — a) 


[(a — ib)z 2 + (a + ib)] n dz 


lzl=l 


_n +1 


y calcule el residuo en z = 0. 
9. Use cos ib = cosh b y sen ib = 
isenh b. 


SECCION 4.3 


1. Haga a = 0 en el teorema de esta 
seccion y evalue el residuo de 
z/(z 2 + 2z + 2) 2 en —1 + i. 


3- T 


x 2 dx 


{x 2 + a 2 ) 


2 \2 


i Re \2m Res™ 


2x2 


(z +o 


5. Re {27TC Res; (z 2 + 1) n 


3 zaz 
z e 


7. Im(2m'Res* 

1 (z 2 + b 2 ) 2 


9. \ Im { 2m 


z e 

R «(l +! )fc /x /2 - 4—4 
z +0 


Re s(-l+i)6/V2 


z 4 + 6 4 


SECCION 4.4 

1. Use los residuos en x = ±1/2 
3. Residuos en x = 0, 1/2, y escriba el 
numerador como -j sen 27TX 
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5. Residuosen x = 0 y x = bi de 
f(z) = e iz /z(z 2 + b 2 ) 

7. Use f(z) = {e™ - e ,bz )lz 2 sobre 
el contomo de la Figura 4.5. 

9. Use la identidad 

cos (A - B) - cos (A + B) = 
2 sen A sen B 
e integre la funcion 

f(z) = (e l{ - A ~ B) - e i{ - A+B 1)l 

2 (z — a) (z — b) 

endonde A = m(z — a), B - n(z — b) 
alrededor de un semiclrculo de ra¬ 
dio R al que se le anaden semiclrcu- 
los de radio r en a y b. 


SECClON 4.5 

1. Use el metodo del ejemplo 1. Para 
a = 0 resuleva directamente e in- 
terprete la respuesta como un limite 
cuando a -*■ 0. 

3. Vea la respuesta del ejercicio 1. 

5. Resuelva directamente para a = 0, 
1, 2. Interprete la respuesta para 
a = 1 como un limite. 

7. Use el metodo del ejemplo 2. 

9. Use f(z) = z“log z/(z 2 + 6 2 )en 
la Figura 4.6. 

11. Use f(z) = e iaz /senh z sobre un 
contomo rectangular |z.' I x I < R, 
0 < y < 2m } al que se le quitan 
semiclrculos en 0 y 2m- Polo en m 
con residuo — tsenh T!a. 

13. Use f(z) = e^/cosh rrz sobre el 
contomo rectangular |z .' I x 1 ^ a, 
0 < y < l}. Polo en i 12 con residuo 
cos(a/2)/7ri. 

15. Sustituya a u = x a y aplique el ejerci¬ 
cio 14. 

1). Sustituya x = b tan# y haga 5 = 1. 
Esta sustitucion cambia la segunda 
integral en la del ejemplo 2. 


SECCION 4.6 

1 . 0 

3. 0 

5. (i) 5, (ii) 8, (iii) 5, (iv) 6 


7. 3. Sea /(z) = (z 2 - 1) • 

(z 4 — 5z 2 + 5) y note que \z 2 — 11 
> I z I sobre el semiclrculo I z I = 
R > 2, x > 0, y sobre el seg- 
mento de recta z = iy, 1 y 1 ^ R. 

9. 0. Multiplique la ecuacion por z 2 + 

2 . 

11. Aplique el principio del argumento a 

g(z) =f( z ) - a - 

13. Elija cualquier punto z 0 interior a 
G. Por el ejercicio 12, /(z 0 ) es inte¬ 
rior a f{G) ya que todo punto en un 
disco suficientemente pequeno, cen- 
trado en /(z 0 ) tiene su preimagen en 
G. Ningun punto interior de G puede 
tener valor absoluto maximo ya que 
todos son interiores a /(G). 


Capitulo 5 

SECCION 5.1 


i. e 

3. z/0 

5. Cuadruplica el angulo a 27T ra- 
dianes. 

7. Duplica el angulo. 

9. Haga z = r (1 + e' 9 ) y eleve al 
cuadrado 


11 . 


d(“. v) 

d(x,y) 


u x 

v x 


Uy 

Vy 


y aplique 


las ecuaciones de Cauchy-Riemann. 
13. Mire el teorema de Liouville. 

15. Existe un valor 0 y un e > 0 tales 
que Re {e i0 f'(z)) > 0 para todo z 
en I z — z 0 I < e. 


SECCION 5.2 

1. u < 0 

3. \w -(1 +i)/2l>V2/2, 
lui - (1 -t')/2l>V2/2 

5. 3. La sustitucion del Ejemplo 5 con¬ 
duce a 

16(te 4 + 8w 2 + 3 w 2 — 2w+ 1) = 0. 
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7. Sea to = exp(27Ttz/(z — 2)). 
9. Sea to — sen" 1 (iz 2 ). 


SECClON 5.3 

i - 1 z + 1 

1. tO = -- - 

2 z - 1 - i 

2 — 10 1 + ! 1 + z 

D . - — - - 

to - 4 2 1 + i - z 

5. No. No es analitica 
7. (3+4i)/25 
9. (2 + 50/3 

11. to ~ (—2 + 40 (z + 1)1 (Biz + 2+0 
13. 2 -V3 

. z — (a — R) 

15. El mapeo to - t ——--- 

' z — (a + R) 

mapea al circulo en el eje real. Asl, 


z — (a — R) 
z- (a + R) 


_z 


R* 


+ a 


(a-R) 


R 2 
J; - a 


+ a 


— (a + R) 


— a 

lo cual implica que 
z* = (R 2 l(z — a)) + a. 


SECClON 5.4 


1. w 


2i 


log 


3. w = 


1-z 2 
1 + z 2 


1 + w 
1 — to 


5. Vea el Ejercicio 9 de la Seccion 5.1. 
Dentro de la cardioide. 

7. La mapea en si misma invirtiendo la 
orientacidn 

9. Primero recorrala hacia la izquierda 
1 unidad y considere la ralz cuadrada 
con corte rama sobre el eje real posi- 
tivo. Finalmente 


iyfz -l+y/2 
w - ---- 

VT — 2 — i \/z — 1 

11. Suponga que y. y v son puntos rama 
de la superficie de Riemann de la 
transformacion. Haciendo to = f(z), 
entonces f(z) = (2 f(z) -y — v)j 
(y — v) mapea al piano z en una su¬ 
perficie de Riemann con dos hojas, y 
puntos de ramificacion en ±1. Escri- 
biendo f(z) como una serie de 
L aurent, vemo s que Z(z) = f(z) + 
Vf 2 ( z ) — 1 es analitica en ±1 
y es analitica o tiene polos simples en 
los polos de f(z). Ademas, Z(z) de- 
be tener al menos un polo simple ya 
que de otra forma seria constante, asi 
que Z(z) es una funcion racional. 
Finalmente, muestre que Z(z) es de 
primer grado, de lo cual se sigue la 
respuesta. La segunda altemativa 
surge cuando v = °°. 


SECClON 5.5 

1. Im (Az* /3 ) = A Im (z 4 / 3 ) = 
constante. El origen es un punto de 
estancamiento. 

3. Im(^4z 4 )= constanteo x 3 y — xy 3 = 
constante. El origen es un punto de 
estancamiento. 

5. V - w' =1— 3z 2 , asi que I V I = 1, 
2, 4 en 0, 1, i, respectivamente. 
to' = 0 cuando z = ±(3) —1 ^ 2 . 

7. F = 3 + 2iz, asi que I Fl = 3,-\/r3, 

1 en 0, 1, i, respectivamente. to’ = 
0 cuando z = —3i/2. 

9- y + 3x 2 y ~ y 3 = constante; 
y + 2(x 2 — y 2 ) = constante; 

3y — (x 2 — y 2 ) - constante; 
cos x senh y = constante. 

11. e w = (z ± \Jz 2 - a 2 )/a asi 
quearg [(z ±\fz“ - a 2 )/a] = cons¬ 
tante 

13. Las lineas de corriente son hiperbo- 
las confocales 


2 2 2 2 
a cos v a sen v 
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v = constante. Para v = 0, IX ob- 
tenga el flujo en los hordes de la 
abertura, pero este flujo no es reali¬ 
zable fisicamente porque ir = —— = 

V dw 

a senh w - a \/cosh 2 ui — 1 = 
a 2 , as! que I V\ esinfinito 
enz = ±a. 

15. V = w = A(1 - a 2 /z 2 ) asf 
que, para 

z = ae' S obtenemos I V (ae tS ) 1 = 

I ^4(1 — e 2 ’®) I = 2A I sen 9 I. Pero 

+ kA 2 =-^il + 2^ 2 sen 2 e 
P P 

lo cual implica que 

m =^ + ^ 2 [l-4sen 2 0]. 


Si yl 2 > -- y 6 = ±txI2, 

3 P 

hay cavitacion. 


J0 v4(i-^ 2 ) 

! fi dt _ r(-?)r(4) 

T J o ?iwTzt ~ 2r (3/4) ' 

5. w = (1 - 2z)\A -z 2 - 
(sen -1 (2.z - l))/2 — tt/ 4 
7. Use las identidades r(-j) I’(3/4) = 

ix\pl y r(-f) 2 = ix. Entonces w 

- (z - 1 ) 3/4 dz 

•° vT _ y 

If 1 (*-i) 3/4 ^ |_ 


,J0 • V5T 1 

( _iv— 3/4 r(T) r(7/4) = 

r(9/4) 

\2ix\/2ix 

"5lW 

9. Haga s 2 = (z - a)/z y considere 
el mapeo 


M z -1) 


SECCION 5.6 

1. Im s/w 2 + 1 = constante, son las 
lmeas de corriente en el piano w. 

3. Claramente mapea al semipiano su¬ 
perior en un cuadrado, ya que 



Haga x 2 = t, use la integral del Ejem- 
plo 4 y T(x) T(1 — x) = ix/senixx 

para obtener 


SECCION 5.7 

1 .?=(*- V3 )l(z + y/s) ma- 
pea la region en el anillo (\/3 — 1)/ 
(\^3 + 1) < I f I < 1. Las lineas 
equipotenciales en el piano f son 
circulos I f I = constante, asi que las 
lmeas equipotenciales en el piano z 
satisfacen I z — y/3 I / I z + \/3l = 
constante. 

3. u = -j — — Re(sen 1 e z ) 

IT 

1 1 + sen(ixz/2) 

5. u = — Arg - 

IX 1 — sen(7Tz/2) 

7. Sea z = cosh f y w = A (cosh f — ia). 
El primer mapeo genera una fa- 
milia de elipses confocales y una 
familia de hiperbolas confocales. 
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SECCION 5.8 


SECCION 6.2 


1. V es real sobre los hordes del recipien- 
te, la rapidez es igual a ±1, pero 
en direcciones opuestas, y es constan- 
te en las llneas de corriente libres. 
Cuando V(O) es puramente imagi- 
nario obtenemos la hodografa 


W( + 1) o 1VC-1) 



con W = AjV = A/w'(z): Enton- 
ces, considere la sucesion de mapeos 
z i=2 Log W + Z77 
z 2 = sen (iz [ /2) 

f = - Log z 2 - i. 
n 


CAP/TULO 6 

SECCION 6.1 


1.0= Re(e z ). Verifique que se satis- 
face la ecuacion de Laplace 
3. 0 = Re(z 3 ). Verifique que se satis- 
face la ecuacion de Laplace 
5. f(z) = sen z; entera 
7. No. 

9. v = tan" 1 {yI*) + constante. 

11. v = — yl[{x — l) 2 +y 2 ] + constan¬ 
te 

13. Considere la parte real de log f{z). 
15. —— f log I 1 + re 1S I d.9 = 

27 T J 0 


1 

47T 


r 2 ?r 

log I 1 + r 1 +2r cos 6 I d6 

Jo 

1 C2n ( 6\ 


27r 


0 


log I 2 cos —\d6y 


2n 9 

log cos — d9 = 

0 2 

2tt 9 

logsen — d9 = 2\ logsen 0d0 


1. Integre ambos lados del teorema del 
Valor Medio de la Seccion 6.1 obte- 

. 2u(f) f« _ 

niendo w(f) = r2 J q rdr ~ 

— [ 27r «t(f rdrdfl 

7T/? 2 Jo Jo 

3. grad u = f , en donde f=u + iv 
con v cualquier armonica conjugada 
de u. 

5. Use g(z) = (z 2 - z 2 )l(z 2 - i 0 2 ). 


Entonces u(z) = - 

2 m 




( u (it) 

iTTTzV 


+ 


u 2 




7T 


u(t) \ 
-Z 2 \V 


dt 


7. Si u(z), U(z) son dos soluciones del 
problema de Dirichlet, que son con- 
tinuas en G, entonces U(z) — u(z) 
es armonica en la region G simple- 
mente conexa y continua en G. El 
principio del maximo implica que 
U — u alcanza su maximo y su mlni- 
mo en 9G. Pero V — u = 0 en dG, 
asi que u es unica. 

9. u r (e i6 ) = 0 = u(e ie ) y u r (re ie ) = 
a ^ u(re l8 ) por el principio del 
maximo. Por tanto, por el ejercicio 
8, para r < k < 1 


u(ke iS ) ^ u r (ke tS ) = a 


->• o 

log r 


cuando r -*• 0+. Puesto que k 
puede hacerse arbitrariamente pe- 
quena, u no es continua en 0. 

11. Use la formula integral de Cauchy 
para f(z ) y la identidad 

i r m «.». 

277 j 0 Z - f 

13. Sume y reste 


u(0) = 


1 

277! 
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y aplique las tecnicas del teorema de 
Poisson. 


y r 1 d(t — X) 

15. u(z) = - - --s- x = 

7T J -1 (t - xy + y 2 

i “ s (iri) ■; 


para 0 arg z < 77. 


SECCI6N 6.3 


!•«(«) =i (« 0 + «i) + («o -«i) 

- Arg ) 

ir \t + z ) _ 


3. w(z) - — log --• Familia de 

277 z 

cfrculos que pasan por i y 0. 


5. Fuentes en ±i, sumideros en 0, °°, 
todos de intensidad Q, y puntos de 
estancamiento en ±1 y °°. Las lfneas 
equipotenciales estan dadas por 
I z + l/z\ = constante, las lfneas de 
corriente por arg(2 + l/z) = cons¬ 
tante. 

7. Sumideros de intensidad 27T en ±1, 
H, y fuentes de intensidad 477 en 0 y 
°°. ±(1 ± i) y 00 son puntos de es¬ 
tancamiento. Las lfneas equipoten¬ 
ciales satisfacen 

I 2 1 I 

z -- I = constante, mientras 


que las lfneas de corriente estan da¬ 
das por arg (z 2 ~l/z 2 ) = constante. 


-Q z n + r 

9. Sea w = - log - = 

27rn 

-P ( r \ 1 l r -p 1 

2m V z n ) 2m z n 
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SECCION 6.4 

1. c 0 = 77, c n = i/n as! que u(z) 

/ “ z n 

tt + 2 Re I »' 2 — 

\ n=l n 

TT + 2Re [— i Log(l — 2 )] = 

77 + 2 Arg (1 — z). 

3. u(re id ) = — + 

2 


2 2 

n =0 


r 2n+ l sen (2n + 1)0 
2n + 1 


5. Sea f(z) entera y acotada por M. Por 
la identidad de Parseval 

2 ?r 2 r 2n I c n 1 2 = 
n=0 


2tt 


I f(re®) I 2 dip < 27rM 2 , 


por tanto, I c„ I < M/r" -+ 0 cuan- 
do r -*■ 00 . Entonces c n = 0 para 
" > 0 y f(z) = S n c n 2 n = c 0 , una 
constante. 

7. Sea /( re®) = tp 2 - 2770 en la 
identidad de Parseval, obteniendo 
Co = — 27T 2 /3, c n = 2/n 2 para 
n > 0 

Cq ~ cj — • • • Cj ^—1 1, las 

otras c n = 0 asx que de la identidad 
de Parseval se tiene 

|2 

dip. 


71—1 

277 2 r 2k = 

0 

Haga r = 1 para obtener 


’277 

re 71 * - 1 

Jo 

re® - 1 


277n = 

e ni<t>l2 

>/2 


1 2?r 

J 0 

2 

dip = 


e ni4>l2 _ g—nitp/2 


e vpl2 _ g -i0/2 

' 2W (^/2\ 2 
0 \ sen 0/2 ) 

11. Sea N = Ni • N 2 • • Nj, 

ft = kiN 2 • . . . • Nj + k 2 N 3 "... 
• Nj + . . . + kj , y n = njNj _! • 

. . . ’ N 1 + ... + 71!, entonces 
defina en forma recurrente 

cW ■■■,ni,ki+i . kj) = 

l 

|] gkl+i^l+i- • •Njn m N m _ 1 . . .AT, 

771 = 1 


2 C^ (tli,.. .ft/. 

*/= 0 

kj)e n l k l 

SECCI6N 6.5 

1. (77/2) l/2 e _bUI 

3. (77/2) 1/2 (1 - ft I f!) UI /26 

5. 

7. —*(77/2) 1 ’ 2 tanh (777/2) 

9. m( 7) = (1 —isignof)/2 Ul 1//2 .Haga 
t = s 2 y compare con el ejercicio 15 
de la seccion 2.2. 

1 U{tj>)V{f) dtp = 


11 . 


\f2rt 

1 

V277 J 

1 


-ix<p 




u(7) dt\dtp = 


-V2ff 

=r *«bM‘ 

277 J- 00 V277 J- 


V277 


F(0) 


<?■'" " ,v dip df 

1 


, u(7) l>(7 - x) df. 

V277 

Entonces haga * = 0. Para la segun- 
da parte sea V = U. 

SECCION 6.6 

cosh zip e~® dip = 


1. 


d( p = 


L s — z s 
Re z , —Re z 


~] 


con Re s > 


3. - £ |senz0 j =- {z(s 2 +z 2 ) *) 

ds ’ ds 


por la ecuacion (3). 

5. — £ {senh ztp\ = 
ds 

~ (z(s 2 -z 2 )-') 
ds 
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7. Por el primer teorema del corrimien- 
to £{e~ w<t> sen z<p}(s) = I'{senz</)} (s + w) 
y aplique el ejemplo 5. 

,2 

9. —- £{sen z(t >} = £{</> 2 sen z<p} 
ds 

por la ecuacion (3). 

11. cos 2 z<p - 2cos 2 z(/>—1 asiqueen- 
cuentre £^(1 + cos 2z0)/2j. 

13. Por el segundo teorema del corri- 
miento 

£{h(<P - a) cos z(j>} = 

e~ as £{cos z (<fi + a)j y cos z(0 + a) 

= cos z(p cos za — sen z<p sen za. 

15. U(<p) =sen(p + (0sen0 — <p 2 cos 0)/4 
17. £{U) = f/(0+) (s 2 + 1) -1/2 , que 
es la transformada de U = U( 0+) Jo 
(</>), con J 0 la funcion de Bessel de or- 
den cero. 

19. U{<p) = I sen </> _1 | 

21. Suponga que I U\. esta acotada por 
Men(0, $>) y por Ne a(!> para <p > 

<I>. Entonces 


I £{u}\ 


M I e s< * ) \ d(p + 


N \e~^ a)0 \ d<(> = 

J <I> 

r i - ( Rei ) <1> '] 

___ + N 

Res 


- 1 _ g -(Res)<J>-. e -(Res-a)<t> 

__-_+ N -—- 

Res J Re s - a 

0, cuando s -*■ 00 


Mm s£ {[/} = lim \-U(<t>)e s(p 
C-M1+ S-+ 0+ l 0 


[/'(</>)<T i0 d<p = U{<t>) + 


[/'(</>){ Mm e S(p \d(t>= lim {/((/>) 

0 ls->-0+ J 

25. Como las integrales son operadores 
lineales obtenemos el resultado. 

27. ( U*V)*W = 

X f U(t)V(<f> - W(x - </>) d(/> = 

JO \J 0 1 

( X v{<p - t)W(x - <p) d<p) U(t) dt 

J 0 V J t ) 


= [ X U{t)([ X * V(s)W{x-t-s)ds\dt 

Jo \J 0 / 

= U*{V*W) haciendo s = <f> — t. 


SECCION 6.7 

1. 4> 2 e~ a<t> /2 
3. </>sen a</>/(2a) 

5.(1 — cos a</>)/a 2 

7. e -* - e a0 / 2 (cos - 

VSsen^^J! /3a 2 
9. sena(</> — b) H(<p — b)/a 

11 . </r 2/3 /r(i/3) 

13. (e 60 - e a0 )/</> 

15 - (1 — cos 2a</>)/2</> 

17. e~ ai ^I\fn6 
19. t/(0) = 0 2 + </> 4 /12 
21. {[a + c (a 2 + 1)] cos</> + 

sent/) - ae~ a0 }/(a 2 +1) 

23. l(e 0 +<T 0 ) = cosh 0 

25. Tratando a x como parametro se 


n 2 U 

J x a 


/(*) 


Usando el metodo de variation de 
parametros de las ecuaciones dife- 
renciales obtenemos 

u(x, s) = Cl e sx / a + c 2 e- sx / a 

I f X /(y) senh —— — rfy 

a J 0 a 

con condiciones en la frontera 

u(0,s) = 0, 

Mm u(x, s) = 0. 

, *-+<» 

Por tanto, c x = c 2 =0, asi que 

U(x,t) = 

£~‘ | f(y) senh - y ~- dy |. 

27 . ^ + ^ ~ --« = Otienela 
dx 2 8 dx 8 
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solution 

U = a e (-M+7M 2 +4rfx)/25 + 
C2 g (-M-\/M 2 +4i« x)/26 

con las condiciones en la frontera 

m(0,s) =-, 


lim u(jc, s) = 0. 
x-»°° 

Portanto, cj = 0, c 2 = — c/s y 
— ux /2 6 _ , 

M = Cg e (-x/V«)s/^?746 




asl que por el teorema de convolu¬ 
tion y el primer teorema del corri- 
miento 

u = 

ce-^l 26 £{l}£ \-4=-’ 

g -(^t + x 2 /t)l 46 l 
Entonces, 


u(x, t) = 


cxe-^ 

2\fnb 


'* *-»/* g-Wt+x'/t )!48 
0 


APENDICE A.3 
1. 2\/2 


. fSvTTT 


(13)5/2 


y dy = 


20 


81 

5.-1 

3 

7. 148.75 
9. 0 


11. Por el teorema de Green 

jcdy — ydx = 


(13) 3 / 2 


(1 - (-1)) dxdy =A 


13. Por el teorema de Green 

pdy + qdx = 

(Px - qy) dxd y = °- 


15. 


C * 

xydy = jj ydxdy = 


I y 2 dx=Ay 


xydx = — 


xdxdy - 


_1 
— 2 


x 2 dy = — Ax 
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Cerradura (de un conjunto), 24 
Circulation (del campo), 179, 196 
Compleja, exponencial, 4 
Complejo(s) 

conjugado (vease Conjugado, complejo) 
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conjunto, 20 
de la curva (region), 63 
Extremos (de una curva), 62 
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Impulso, funcion (vease Funcion impulso) 
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Incompresible, 178 

de potencia, 221 
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lineas de, 190 
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Funcion 

efectos de, 54 

analitica, 32 

franjas de, 54 

analitica global, 128 
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armonica, 207 

de la curva (region), 63 

compleja, 24 

y del exterior, teorema del, 136 

continua, 27 
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formula de (para transformada de 

de Bessel, 121 

Laplace), 250 

de Heaviside, 240 

transformacion de, 167, 237 

de transferencia, 247 

Inyecciones, 25 

entera, 32 

Irrotacional, flujo (vease Flujo irrotacional) 

fuerza, 196 

Isotermas, 195 

gamma, 131 
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Jordan 

impulso, 150 

arco de, 62 
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curva de, 62 
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teorema de la, 63 
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Joukowsky, perfil de, 22 
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Laplace 

Gauss, 1 

ecuacion de, 207 

ley de, 196 

transformada de, 241 
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de dos lados, 240 

Geometrica, serie, 102 

Laurent 
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serie de, 116 

Green, teorema de, 71, 273 

teorema de, 116 
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Hadamard, formula de, 110 
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Harnack, desigualdad de, 218 

L’Hospital, teorema de, 114 

Heaviside, funcion de (vease Funcion de 

Limites, 27 

Heaviside) 

por un lado, 232 

Hiperbola, 17 

reglas de, 28 

Hiperbolicas complejas, funciones, 46 

Linea, integral de, 64, 267 
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Liouville, teorema de, 87 
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Logaritmo, 47 
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Looman-Menchoff, teorema de, 59 

Imagen, conjunto, 25 

Maclaurin, serie de, 104 
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conformes, 161 
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Meromorfica, funcion, 122 
Minimo, principio del, 88 
Mittag-Leffler, teorema de, 131 
Mobius, transformaciones de, 205 
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Monodromia, teorema de la, 128, 131 
Monogenica, funcion, 59 
Morera, teorema de, 83 
Multiplemente, conexa (i lease Conexa, 
multiplemente) 

Multiplete (puntual, o multipolo), 228 
orden de un (vease Orden de un 
multiplete) 

Multiplicativa(o) 
identidad, 2 
inverso, 2 

Multivaluadas, funciones, 150 
Multivaluado, argumento, 48 

Natural, frontera, 130 
No acotado, conjunto, 21 
Noshiro-Warshawski, teorema de, 166 
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complejos, 2 
reales, 2 

Onda 

ecuacion de, 54 
longitud de, 56 
Orden 

de un multiplete, 228 
de un polo, 121 
del cero, 105 
exponencial, 241 
punto de ramificacion de, 130 
Origen (del sistema coordenado), 5 

Parabola, 16 

Paralelogramo, ley del (para la suma 
vectorial), 3 

Parseval, identidad de, 231, 240 
Picard, teorema de, 123, 131 
Plano complejo extendido, 23 
Poisson 

formula integral de, 214 
nucleo de, 72 
teorema de, 215 
Polar, representation, 11 


Polos, 121 

Por un lado, limites (vease Limites por un 
lado) 

Positivo, sentido, 63 
Potencia, funcion, 50 
Potencial, funcion, 180, 196 
campo de, 196 
Principal, 
rama, 49 
valor, 10, 49, 146 
Pringsheim, teorema de, 131 
Punto, 20 
Puntual 

fuente (o sumidero), 221 
vortice, 222 

Ramificacion, 43 
cortes de, 43 
logaritmo, 47 

principal (rama o ramificacion), 49 
puntos de, 43, 130 

Rapida de Fourier, transformada, 235 

Rapidez, 184 

Raz6n, prueba de la, 115 

Real, parte, 5 

Reales, numeros, 1 

Reglas de limites (vease Limites, reglas de) 
Regulares, puntos, 129 
Removibles, singularidades, 121 
Residuo, teorema del, 133 
Riemann 

del mapeo, teorema de, 164 
esfera de, 23 
superficie de, 43 
teorema de, 96 

Rotation, transformation de, 167 
Rouche, teorema de, 157 

Schwarz 

formula de, 219 
principio de reflexion de, 131 
tema de, 89 
Schwarz-Cristoffel 
formula de, 187 
transformacion de, 187 
Seno, funcion, 44 
Serie(s), 101 

de Fourier, 229 
de Maclaurin, 104 
de Laurent, 116 
de Taylor, 102 
geometrica, 56, 102 
Simetria, principio de, 173 
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Simple, arco (z/ease Jordan, arco de) 
Simplemente conexa, regi6n, 23 
Singularidades (aisladas), 121, 129 
Sinusoidales, ondas, 54 
Snell, ley de, 58 
Sobre, funcion, 25 

spp (suave por partes) (vease Arco, suave 
por partes) 

Suave 
arco, 62 

por partes, arco (o funcion), 62, 232 
Suma (de la serie), 102 
Sumideros (vease Fuentes) 

Suryecciones, 25 

Tartaglia, metodo de, 8 
Taylor 

serie de, 102 
teorema de, 103 
Temperatura, 195 
Teorema fundamental 
del algebra, 1, 88, 90 
del calculo, 61, 66, 95 
Transferencia, funcion de, 247 
Traslacion, transformation de, 167 
Tres drculos, teorema de los, 89 


Triangulo, desigualdad del, 10 

Unidad, raiz de la, 19 
Univaluado, argumento, 48 
Uno a uno, funcion, 25 
localmente (mapeo), 163 

Valor, 10, 49, 146 
Valor medio 

del area, teorema del, 218 
teorema del, 210 

Valores en la frontera, problema con, 211 
Variable compleja, 24 
Variation (del argumento), 156 
Vector, 3 

Velocidad, vector, 179 
V6rtice(s), 

campo piano de, 222 
fuente, 222 

Wallis, formula de, 98 
Weierstrass, teorema de, 108, 131 
Weierstrass-Casorati, teorema de, 123 

Zhukovski, (vease Joukowski) 
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